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RESUME

L’analyse factorielle permet d’extraire, a partir de données nombreuses,
les tendances les plus marquantes. A Tlaide de représentations graphiques,
elle visualise des groupements, des oppositions, des tendances, impossibles
a discerner directement sur un tableau de données. L’objectif de ce travail
est d’étendre, deux méthodes en analyse factorielle, 'analyse en composantes
principales et ’analyse des correspondances multiples, a des données de type
intervalle. Dans la premiere partie de ce travail, on présente une extension
de 'analyse en composantes principales a des données de type intervalle, mu-
nies éventuellement de contraintes de domaines. On propose deux nouvelles
approches: la méthode des sommets et la méthode des centres. L’inertie prise
en compte par chacune de ces méthodes est analysée puis comparée. Les pa-
rametres d’aide a l'interprétation sont généralisés aux données intervalles. La
visualisation ponctuelle des individus, dans les plans factoriels, se traduit ici
par une visualisation de rectangles, segments ou points. On propose une pro-
cédure itérative qui fournit une visualisation des objets a différents niveaux de
qualité de représentation. D’une part, on confronte dans un cadre probabiliste
la méthode des sommets et la méthode des centres. D’autre part, on établit un
rapprochement entre la méthode des sommets, la méthode STATIS et ’analyse
factorielle discriminante. Dans une deuxiéme partie, on s’intéresse a l’exten-
sion de ’analyse des correspondances multiples a des données intervalles. On
propose trois techniques de codage de variables de type intervalle: le codage
croisé, le codage par sommets et le codage sans décomposition. Les deux pre-
mieres techniques se basent sur la décomposition des variables intervalles en
variables numériques. La derniere technique se base sur I’extension d’outils de
codage des variables numériques (fonction de répartition, histogramme, fonc-
tion d’appartenance, etc.) & des données intervalles.

Mots-clés:

analyse factorielle, analyse en composantes principales, analyse des cor-
respondances multiples, intervalle, imprécision, variation, contraintes de do-
maines, codage flou, analyse des données symboliques.



ABSTRACT

Factorial analysis aims to extract and to visualize the main trends of a
data set. The aim of this work is to extend principal component and corres-
pondence analysis to interval data. In the first part of this work we present
an extension of principal component analysis to interval data, with or without
field constraints. We propose two novel methods called the vertices method and
the centers method corresponding, respectively, to the within/between analysis
and the between analysis. These methods are first compared in a probabilistic
case, then a link is made between the vertices method, the Statis method and
the discriminent factorial analysis. In the second part of this work, we extend
the multiple correspondence method to interval data. To do so, we propose
three new fuzzy coding techniques for interval variables: cross-coding, vertices
coding and coding without decomposition. The first two are based on the de-
composition of interval variables into numerical ones. The third technique is
based on the extension of classical coding tools (histogram, probabilistic dis-
tribution function, membership function, etc.) to interval distribution.

key-words:

factorial analysis, principal component, multiple correpondence, data ana-
lysis, interval data, imprecise data, fuzzy coding, symbolic data analysis.
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Introduction 1

Introduction

Les méthodes d’analyse de données étudient des objets dont les descriptions
peuvent étre représentées par un tableau, ou chaque objet (ligne du tableau)
est décrit par une valeur unique pour chaque variable (colonne du tableau).

Les descriptions soumises aux méthodes d’analyse de données, qu’elles
soient fournies par un expert, extraites de bases de données ou d’une base
de connaissance, sont de plus en plus complexes. Par données complexes on
entend : des intervalles (point de fusion = [15° 17°]), des ensembles de va-
leurs (nombre de dents € {2,3}), des contraintes de domaines (point d’éclair
> 110°C"), des dépendances entre descripteurs (longueur des pétales ayant 3 a
4 fois la longueur des sépales), les valeurs peuvent étre entachées d’incertitude
ou de doute, des liens de composition ou de hiérarchie peuvent étre exprimés
entre des descriptions.

L’approche adoptée jusqu’a présent pour analyser de telles descriptions
consiste a tronquer les données pour qu’elles puissent entrer dans un schéma
tabulaire. Ces transformations fournissent, en général, des descriptions de ten-
dances centrales: un intervalle est remplacé par son centre, un ensemble de
valeurs est codé par la moyenne ou le mode, un ensemble de valeurs entachées
d’incertitude ou de doute est remplacé par la valeur la plus probable, etc.
Quant aux dépendances et aux liens de compositions ou de hiérarchies entre
les descripteurs ou entre les objets, ils sont souvent ignorés.

Analyser et étudier des descriptions plus fiables, étendre I’analyse de don-
nées a des données plus riches, mettre les méthodes d’analyse de données a la
disposition des données et non l'inverse, telle est ’essence méme de ’analyse
de données symboliques.
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L’analyse de données symboliques

[’analyse de données symboliques fut proposée par E. DIDAY [Diday89b],
[Diday91], [Diday95]. Le but de 'analyse de données symboliques est d’étendre
la problématique, les méthodes et algorithmes d’analyse de données a des des-
criptions plus complexes dites symboliques.

Une description symbolique se distingue de celle classiquement traitée
en analyse de données par:

1. Chaque variable peut prendre des valeurs multiples pour un méme
objet.
Ezemple : couleur € {jaune, marron, {noir, marron}} pour exprimer que
la couleur d’un cépe peut étre jaune ou marron ou noir et marron; point
de fusion € [15°,17°] pour exprimer que la température de fusion varie
entre 15 et 17 degrés.

2. L’expression de liens ou de contraintes de domaines entre les variables
et/ou les objets.
Ezemple : la contrainte de domaine entre la taille et la couleur des cepes
est : si couleur=jaune, alors la taille varie entre [0,7] et si couleur=marron,
alors la taille varie entre [7, 15].

3. Une description symbolique est une description en compréhension d’une
classe de descriptions qui en constituent ’extension.
Ezemple : la description définie par couleur € {blanc, jaune} a pour ex-
tension toutes les descriptions définies soit par couleur € {blanc} soit
par couleur € {jaune}.

4. L’ensemble des descriptions symboliques est muni d’opérateurs de gé-
néralisation et de spécialisation tenant compte des sémantiques des
domaines auxquels ils s’appliquent. Le processus de généralisation et de
spécialisation permet d’agréger un ensemble de descriptions symboliques
en une description symbolique généralisante, respectivement, de synthé-
tiser un ensemble de descriptions symboliques en une spécifique.
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Quelques travaux réalisés en analyse de données symboliques

Nous ne décrivons ici que tres brievement quelques travaux récents réalisés
en analyse de données symboliques.

En classification automatique, les premiers travaux réalisés par P. BRITO
[Brito91] concernant la construction de pyramides symboliques ont ensuite été
repris par E. MFOUMOUNE [Mfoumoune98] avec la prise en compte en entrée
de descriptions probabilistes. Toujours en classification automatique de des-
criptions symboliques, signalons les travaux de M. CHAVENT [Chavent97| sur
le theéme des méthodes divisives et ceux de G. POLAILLON [Polaillon et al.96]
sur la construction et la réduction de treillis de Gallois.

Les travaux liés aux méthodes explicatives en analyse des données symbo-
liques ont porté essentiellement sur les techniques de discrimination par arbre
ou segmentation. Ainsi, outre I'approche par graphe d’identification réalisée
par J. LEBBE et R. VIGNES [Lebbe et al.91], on peut citer les travaux de E.
PERINEL [Perinel96] sur I'extension de I'algorithme de segmentation classique
a des données empreintes d’imprécision.

Dans le domaine de la discrimination se pose souvent le probleme de la
sélection de variables. Ces techniques de sélection de variables sont particulie-
rement importantes dans la mesure ou elles permettent tres souvent de réduire
sensiblement la complexité d’un probleme décisionnel. Dans ce domaine, D.
ZIANI [Ziani96] a proposé une extension de la méthode MINSET ([Vignes91]) a
des objets symboliques probabilistes.

Dans une optique plus descriptive ou exploratoire, citons enfin les travaux
de Y. HiLLALI [Diday et al.96], [Hillali98] relatifs & la construction d’histo-
grammes de capacité a partir d’objets probabilistes ; ceux de F. DECARVALHO
[Carvalho92|, [Carvalho95] sur les méthodes descriptives en analyse des don-
nées symboliques ; ou encore ceux de V. STEPHAN [Stephan98], dont I'objectif
est de résumer les résultats d’'une requéte SQL, soumise a une base de données
relationnelle, par un ensemble d’objets symboliques en utilisant des procédés
de généralisation/spécialisation.



4 Introduction

Positionnement du probleme

L’analyse factorielle tient une place primordiale parmi les méthodes d’ana-
lyse de données. Elle est largement utilisée dans de nombreux domaines dont
en analyse d’images et en reconnaissance de formes. Elle permet d’extraire, a
partir de données nombreuses, les tendances les plus marquantes. A Taide de
représentations graphiques, elle visualise des groupements, des oppositions, des
tendances impossibles a discerner directement sur un tableau de données. La
nature des données traitées, les poids, la métrique, introduisent des variantes au
sein des méthodes d’analyse factorielle. On dinstingue principalement : ’ana-
lyse en composantes principales, ’analyse des correspondances simples et mul-
tiples.

[’analyse en composantes principales s’applique a des tableaux de me-
sures dont les colonnes représentent les variables mesurées (quantitatives) et
les lignes les individus sur lesquels ont été effectués ces mesures. Dans le cas
de tableaux portant sur des variables hétérogenes (qualitatives et/ou quantita-
tives) Panalyse des correspondances multiples est utilisée a la suite de codages
des variables initiales en des variables binaires ou floues.

Dans la démarche “symbolique/numérique”, qui tend vers le traitement de
données plus riches, une extension naturelle est celle que constituent les inter-
valles pour les données numériques. Les intervalles permettent de décrire de
maniere plus fiable 'information d’imprécision, de doute ou de variation sur
un domaine.

Origines des intervalles

Souvent les données numériques manipulées en statistique ou en analyse
de données cachent des données intervalles. En effet, toute donnée mesurée
est un intervalle de la forme [x + 6] ol, x est le résultat de la mesure et &
I'imprécision due a l'instrument de mesure.

D’autre part, 'avancé des systemes informatiques prévoit actuellement de
nouveaux types (au sens informatique) dont les intervalles, permettant ainsi
au bases de données et a l'intelligence artificielle de décrire et de gérer des
applications incluant des intervalles.
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Les intervalles peuvent également étre obtenus par construction selon une
théorie rattachée a un domaine, et exprimer une sémantique particuliere.
Par exemple, un intervalle de confiance, construit en statistique, exprime le do-
maine de variation d’un parametre avec un degré de confiance donné. En théo-
rie des possibilités, connaissant les degrés de croyance a = d(A) et b = d(B)
d’un expert relativement aux faits A et B, alors le degré de croyance d(A A B)
du fait AA B est l'intervalle [min(a+b—1,0), min(a,b)]. En classification, un
intervalle décrivant une classe est construit a partir d'un ensemble de valeurs
observées pour cette classe (nombre d’étamines du genre “Jaquini” varie entre
16 et 20) etc.

De par l'intérét que revet la notion d’intervalle, nous nous sommes inté-
ressés dans notre travail de these a I’extension de l'analyse en composantes
principales et de 'analyse des correspondances multiples a des tableaux por-
tant sur des données intervalles. Dans cette méme problématique citons deux
approches.

[l'y ad’abord, les modeles a effets fixes proposés par CAUSSINUS [Caussinus92]
permettant I’application de I’analyse en composantes principales a des données
entachées d’erreurs. Dans ces modeles, on suppose que les lignes (individus)
du tableau sont des vecteurs aléatoires indépendants. Chaque ligne est décom-
posable en la somme de deux termes: un effet fixe (la moyenne) et un effet
aléatoire (’erreur autour de la moyenne). On fait I'hypotheése que les moyennes
appartiennent a un sous-espace inconnu de dimension fixé.

D’autre part, NAGABUSHAN [Nagabhushan97| propose une extension de
I’analyse en composante principale a des données intervalles basée sur les dé-
rivées partielles. Cette méthode est présentée en détail dans un paragraphe
ultérieur.

Un mouvement global vers le traitement de la
connaissance

Les évolutions réalisées en informatique: saisie automatique de données,
grandes capacités mémoires, de puissants processeurs etc. et la propension a
automatiser de plus en plus de taches font apparaitre un nombre grandissant
d’applications nécessitant des descriptions plus complexes.
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Face a la difficulté de modéliser et de gérer de telles données de nombreux
travaux ont été entrepris dans d’autres domaines de traitement de ’informa-
tion tels que les bases de données et l'intelligence artificielle.

Les bases de données et la connaissance

En base de données, face a I’échec du schéma relationnel a modéliser et a
traiter des applications complexes, plusieurs solutions sont proposées.

Il y a eu d’abord le modele relationnel étendu qui a permis d’ajouter de
nouveaux types de données: des textes longs, des intervalles, des ensembles
de valeurs, etc. Il y eut ensuite ’apparition des modeles sémantiques qui ont
permis essentiellement la description de liens entre objets: associations, agré-
gations, généralisations, spécialisations. Finalement a émergé dans la premiere
moitié des années quatre-vingts un courant alliant les langages dits “orientés
objets”, possédant un pouvoir de modélisation plus riche que les langages de
programmation traditionnels, et un modele de données comparable aux mo-
deles sémantiques. Ces systemes constituent actuellement une réponse a de
nombreux probléemes complexes; ils permettent, par exemple, la saisie et la
manipulation de données de type intervalle, de type ensemble, de définir des
dépendances logiques ou des liens hiérarchiques entre des objets. Il apparait
ainsi un décalage entre le type de données accumulées dans de telles bases
et les méthodes traditionnelles de la statistique mieux adaptées a traiter des
données standards.

L’intelligence artificielle et les bases de connaissance

En intelligence artificielle, la représentation de la connaissance a suscité de
nombreux travaux. Il y a eu tout d’abord les représentations fondées sur la lo-
gique des prédicats et sur la programmation logique (langage Prolog) ; viennent
ensuite les représentations procédurales qui permettent de bien représenter les
inter-relations entre fragments de connaissances. Finalement, la représentation
mixte qui combine les deux modes de représentation précédents et qui est fon-
dée sur la notion d’objets structurés (frames, scripts, schémas, etc.). Un objet
structuré peut etre décrit par des données intervalles, des ensembles, prendre
des valeurs par défaut et étre rattaché a des procédures.
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Un nouveau domaine d’extraction des connaissances : “Data-Mining”

Les évolutions réalisées en informatique ont comme conséquence I’augmen-
tation massive des données dans les bases. Face a ce déluge de données, créant
un grand décalage entre la génération des données et leurs analyse, un pro-
bleme fondamental se pose: comment en extraire des informations utiles dans
un but explicatif ou décisionnel. Par informations utiles, on entend de nou-
veaux concepts, de nouvelles regles, non existant physiquement dans la base,
ni déduits a partir de connaissances a priori. C’est ce qui constitue ’'objec-
tif du nouveau domaine de recherche “Data-Mining” dit encore “Knowledge
Data Discovery” (KDD). Le domaine de “Data-Mining” est situé au confluent
des bases de données (orientées objets), de 'apprentissage symbolique auto-
matique (branche de 'intelligence artificielle) et de ’analyse de données.

Pour extraire des informations non connues a priori et ne pouvant pas étre
obtenues par un processus simple, a partir des données de la base, le domaine
du “Data-Mining” utilise les fonctions de stockage et de gestion (modification,
suppression, etc.) des données fournies par des bases de données, les techniques
d’induction / déduction fournies par les méthodes d’apprentissage symbolique
automatique, et les méthodes de statistique et d’analyse de données.

Dans ce nouveau domaine de recherche en pleine expansion, alors que les
bases de données et l'intelligence artificielles gerent des données plus riches
et plus complexes, les méthodes d’analyse de données restent limitées a des
données numériques ou qualitatives.

Présentation du travail

Dans le premier chapitre, on présente une extension de 1’analyse en
composantes principales a des données de type intervalle, munies éven-
tuellement de contraintes. On propose deux nouvelles approches: la méthode
des sommets et la méthode des centres.

On détaille chacune de ces méthodes: recodage, pondération, inertie prise
en compte, description factorielle, visualisation, etc. Les algorithmes des mé-
thodes proposées sont fournis en pseudo-code. On présente, dans le cas de la
méthode des sommets, la facon dont des contraintes de domaines définies sur
les données intervalles peuvent étre prises en compte et visualisées dans les
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plans factoriels. Toujours dans le cadre de la méthode des sommets, on pro-
pose une procédure itérative qui fournit la visualisation des objets a différents
niveaux de qualité de représentation.

D’une part, on confronte et on compare, dans un cadre probabiliste, la
méthode des sommets et la méthode des centres. D’autre part, on établit un
rapprochement entre la méthode des sommets, la méthode STATIS et ’analyse
factorielle discriminante. Finalement, on présente une méthode concurrente
que ’on discute.

Dans le second chapitre, on s’intéresse a I’analyse des correspondances
multiples. On propose trois nouvelles techniques de codage des variables de
type intervalle: le codage croisé, le codage par sommets et le codage sans dé-
composition. On présente en détail le principe de chaque codage, ses propriétés
ainsi que les interprétations sous-jacentes en analyse des correspondances mul-
tiples.

Dans le dernier chapitre, on met en application les techniques et méthodes
proposées. La premiere application concerne un probleme de reconnaissance
de visage. La deuxieme application porte sur le probleme de la confidentia-
lité des données. On montre, a travers un jeu de données sur le chomage en
Europe, l'intérét des intervalles et de la méthode des sommets pour le codage
de données confidentielles. Pour vérifier la cohérence des résultats fournis par
les méthodes proposées, on utilise dans la troisieme application des données
connues: les Iris de FISHER. Les techniques de codage en analyse des corres-
pondances multiples sont également testées et appliquées a un jeu de données
connu.

Les algorithmes mentionés dans cette these ont été totalement implémentés
en C++, sous un environnement UNIX; ils ne font appel a aucun outil ou
logiciel extérieur. Certains de ces modules sont également fonctionnels sous
WINDOWS'95.



Chapitre 1

L’AcP sur des données
intervalles
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Résumé du chapitre

L’analyse en composantes principales est ['une des méthodes d’analyse de don-
nées les plus largement utilisées. On propose d’étendre cette méthode a un type de
donnée complexe, fréquemment rencontré dans les descriptions: les intervalles.

On propose deuz approches: la méthode des sommets et la méthode des centres.
L’inertie prise en compte par chacune de ces méthodes est analysée puis comparée.
Les parametres d’aide a ['interprétation sont généralisés aux données intervalles. La
visualisation ponctuelle des individus, dans les plans factoriels, se traduit ici par une
visualisation de rectangles, segments ou points.

On propose une procédure itérative qui fournit une visualisation des objets a dif-
férents niveauzr de qualité de représentation. On montre comment la méthode des
sommets, munie d’un systeme de pondération adéquat, permet de tenir compte de
contraintes de domaines définies sur les données intervalles et de les visualiser dans
les plans factoriels.

D’une part, on confronte dans un cadre probabiliste la méthode des sommets et
la méthode des centres. D’autre part, on établit un rapprochement entre la méthode
des sommets, la méthode STATIS et [’analyse factorielle discriminante.

On discute, finalement, une méthode concurrente de réduction de dimension fon-
dée sur la dérivation partielle.
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1.1 Introduction

1.1.1 L’analyse en composantes principales

Etant donné un ensemble d’objets décrits par des variables quantitatives,
les problemes souvent confrontés en analyse de données sont :

- La réduction de dimension: on cherche a décrire I’ensemble des objets par
un nombre réduit de variables.

- L’exploration de la structure principale des objets: on cherche a extraire la
tendance principale de la distribution des objets: les principaux groupements
d’objets, les objets qui s’opposent ou qui sont similaires, etc.

Pour répondre a ces deux problemes, on a souvent recours a ’analyse en
composantes principales (ACP). L’AcCP est une méthode descriptive qui permet
de fournir une représentation approchée du nuage d’objets dans un nouvel es-
pace de dimension plus faible. D’une part, les objets sont décrits par un nombre
plus faible de nouvelles variables dites composantes principales; d’autre part,
la structure principale des objets est présentée a travers plusieurs plans facto-
riels, ou les proximités entre les objets sont appréciées a 1’aide de parametres
dits d’aide a 'interprétation.

1.1.2 Données du probleme

Soit Hj, ..., H, m objets décrits par ¢ variables Xi,..., X, de type inter-
valle :

H, [ﬂv‘r_ﬂ] [ﬂvx—lq]
Xy = =1 S (1.1)

Hy, [Fm1, Tm1] o [Tmg, Tmgl

ou [, T est l'intervalle pris par la variable X; pour 'objet H; et z;;, Ty
sont, respectivement, la plus petite et la plus grande valeur prises par la va-
riable X; pour l'objet H;. Un intervalle [z;;,T;;] est dit trivial s’il est réduit a
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une valeur: z;; = 7;;. Une variable X est dite de type intervalle s’il existe au
moins un objet H; (i = 1..m) tel que [z;;, 7] soit un intervalle non trivial.

La matrice Xy constitue une généralisation des tableaux classiques (indivi-
dus x variables). En effet, dans le cas particulier ot tous les intervalles [z;;, T7;]
sont triviaux, la matrice Xz donne la description des m objets par ¢ variables
numeériques.

1.1.3 Objectifs

Notre objectif est de généraliser ’ACP & un ensemble d’objets décrits par
des variables de type intervalle. Cette généralisation doit assurer, d'une part,
les fonctions principales d’'une AcP classique: réduction de dimension et ex-
traction de la structure principale des objets. D’autre part, elle doit restituer
I'information de variation ou d’imprécision introduite par ces variables. Fina-
lement, dans le cas particulier d'un tableau classique (individus x variables) les
résultats fournis par I’AcP généralisée doivent coincider avec ceux issus d’une
Acp classique.

1.2 La méthode des sommets

1.2.1 Les données

Soit ¢; le nombre d’intervalles non triviaux dans la description d’un objet
H;. Un tel objet peut étre visualisé dans ’espace de description défini par les
variables X, ..., X,, par un hyperparallélépipede-rectangle (qu’on appellera
plus simplement hyper-rectangle) & n; = 2% sommets.

La longueur des cotés de I’hyper-rectangle est donnée par 1’étendue des
intervalles associés a chaque variable de description. On note n le nombre
total de sommets des hyper-rectangles tout objet confondu:

La figure 1.1 suivante représente un nuage d’objets (hyper-rectangles), dé-
crits par trois variables de type intervalle.
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X3

H6 H2

H3 X1

X2

F1c. 1.1: Nuage d’objets décrits par trois variables de type intervalle

Dans ce qui suit, un hyper-rectangle peut aussi bien désigner un point
(g; = 0, cas de HT7), un segment (¢; = 1, cas de H6) ou un rectangle (¢; = 2,
cas de H5). On propose de décrire un objet H; défini en 1.1 par la matrice
suivante :

Tgip 0 Tsig
Xg, = | L (1.2)
'Z‘SyiLil SN ISfLiq
ol {S},..., S}, } est ensemble des sommets de I'hyper-rectangle H; et x4 ; est

la valeur prise par la variable X; pour le sommet & de I'hyper-rectangle H;.

Soit la description, par exemple, de 'objet H; (visualisé dans la figure 1.1)
par trois variables de type intervalle :

H; = ({251, 71, [50, T, [153, 755
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La description de Hj a travers ses sommets est donnée par la matrice Xy,

suivante :

X,

8
—
8
ot
o

8|8
ot | ot
= I =
8 8
or ot
[

8
ot
Py

8

52

Ts53
Ts53
Ts53
Ts53

On note X la matrice des données obtenue en concaténant les matrices Xy,

comme suit :

Tsh Tslq
XHl xsrlbll ‘/ES}qq
X = : (1.3)
X, T Tsmg
Lsm 1 Tsm a
1.2.2 Le nuage des hyper-rectangles N(H)
A tout objet H; € N(H) on fait correspondre n; vecteurs {rsi,. . w51 }
de R? tels que:
l's]i = (l's]il,...,.l'sliq) (14)

Chaque objet H; constitue un sous-nuage de points formé par les sommets
de I'hyper-rectangle associé. Le nuage N(H) des objets défini en 1.1 est repré-

senté dans la figure 1.2.
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H2

A

H3

H6

° . ° .:. X]

X2

F1c. 1.2: Nuage N(H) des sommets des hyper-rectangles

Etant donné un nuage d’hyper-rectangles, I’ACP généralisée aux intervalles,
comme I"ACP classique, doit renvoyer une succession de plans factoriels res-
pectant aux mieux les proximités entre les hyper-rectangles.

1.2.3 Pondération des objets et sémantiques sous-jacentes

On adopte dans ce qui suit les notations suivantes:

Pi le poids de I'objet H;
Psi - le poids du sommet Sy de 'objet H;
V(H;) :  le volume de 'hyper-rectangle H; calculé comme suit :

V(H) = Il (@g—ay)
(@i #wi;)

Les poids p; des objets et Psi des sommets vérifient les relations suivantes :

n;

pi = Y. Dsi
k=1
m n;

m
2. = D) b5 =1
i=1

i=1 k=1
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Pondération des objets

Le systeme de pondération le plus fréquent en ACP consiste a attribuer aux
objets des poids équivalents, soit :

Vi=1lmp = —
m

On peut envisager d’autres types de pondération tenant compte de la sé-
mantique des intervalles manipulés. Dans le cas des intervalles exprimant de
la variation ou de I'imprécision, on distingue deux types de pondération. Le
premier systeme de pondération accorde des poids importants aux objets volu-
mineux (grande variation/faible précision). Le deuxieéme systéme accorde des
poids importants aux objets non volumineux (faible variation/grande préci-
sion).

a) Pondérations proportionnelles aux volumes des hyper-rectangles

On propose, par exemple, d’attribuer a chaque objet H; un poids p; propor-
tionnel a I'amplitude de la variation ou de I'imprécision introduite par celui-ci,
soit :

_ V(H)
Pe= S vl

Un objet H; est d’autant plus pesant dans I’analyse (dans la détermination
des axes factoriels) que son volume est important. Les objets réduits & un point
auront un poids nul.

b) Pondérations inversement proportionnelles aux volumes des
hyper-rectangles

A I'opposé, si 'on veut attribuer des poids élevés aux objets représentés

par des hyper-rectangles de faible volume (faible variation/grande précision),
on adopte la pondération suivante :

_ _V(Hi)
(1 ?;1 V(Hi)>

=1 - V(H;)
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Ce type de pondération est plus approprié a des intervalles exprimant de
I’imprécision. En effet, plus le volume d’un objet est faible, plus il est considéré
comme précis et plus son poids est élevé dans I'analyse. A I'inverse, un objet
de volume important est considéré comme peu précis et aura, par conséquent,
un poids faible dans ’analyse.

1.2.4 Pondération des sommets S}

Connaissant le poids p; de l'objet H;, le probleme de la pondération des
sommets S revient & déterminer la proportion du poids p; & affecter & chaque
sommet. On propose de répartir le poids p; de chaque objet H; en tenant
compte des distributions empiriques a I'intérieur des intervalles. Celles-ci sont
supposées indépendantes.

La valeur de référence z7;

On note z7; € [z, 7] la valeur de référence de l'intervalle [z;;, 775]. Rap-

pelons qu'un intervalle [x;;, T;;] peut étre le résumé d’un ensemble de valeurs
) Lij

xi], ceey

— k
Tij = MaXp=1.r Tg;-

ac;"j pris par la variable X; pour l'objet H; avec Tij = ming—q . chj et

Si 'on dispose de l’ensemble des valeurs a partir desquelles I'intervalle
[xij, Tij]) a été construit, la valeur de référence zf; peut désigner: la moyenne
des différentes valeurs observées, le mode, une valeur xfj € [z;;, ;) choisie par
I’expert etc. Dans le cas contraire, on considere le centre de I'intervalle comme
valeur de référence.

Les coefficients de pondération des bornes des intervalles
Connaissant la valeur de référence zf; de chaque intervalle [x;, 7], il s’agit

de calculer les coefficients p;; et p;; des bornes x;; et T;; de I'intervalle tel que:

pij +Pij = 1 (1.5)

Pij Tij + PijTij = Tij
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Pondération des sommets

Apres avoir déterminé les coeflicients de toutes les bornes des intervalles
décrivant l'objet H; et sachant les distributions a l'intérieur des intervalles
indépendantes, les poids Psi des sommets S sont obtenus comme suit :

o q; ]
bs; = (Hj:ﬂ?@s;j)) Di
o plrsy;) = py S Ts; =y
= Dij SL Tgij = Lij

n;
On vérifie, aisément, que Y Psi = DPi-
k=1

Exemple

Considérons, a titre d’exemple, la pondération des sommets de I'objet H;
de poids p; décrit dans la figure 1.3 suivante:

X2

(pi2) M2

xi2 [T I (pl)

(p2) 2 | - L

xil 0 xil X1
- oxil
(pil) (pil)

Fic. 1.3:

pi;j et pi; sont les coefficients des bornes x;; et 7.

Les poids des sommets S! (k=1..4) sont définis comme suit :

Psi = DPi1 Pi2 Pi
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Psy = DPi1 Pi2 Pi
Psi = Di1 Di2 Di
Psi = Dil Pi2 Di

4

On vérifie aisément que la somme des poids des sommets est bien égale au
poids p; de 'objet H;.

Equipondération des sommets
Etudions la pondération des sommets dans le cas ot I’on ne dispose d’au-

cune connaissance sur la distribution a 'intérieur des intervalles. Dans ce cas-la,
tous les points de référence sont estimés par les centres des intervalles.

. 0 T4 +£L’_ZJ
Vi=1l.g T = T

soit :

Vi=1lm j=1.g Dij = Dij =

2
Les poids des sommets de 1’objet H; sont alors:
1 1 i
_ . e Lt _Di
V k= 1--nz pSi - H]:12 Di 2ai Di n;

Dans le cas ou tous les points de référence sont situés aux centres des
intervalles, le poids p; de 'objet H; est réparti équitablement entre tous les
sommets. On vérifie alors que:

-
~ i Di
2:275;c = — =N =Di

i=1 i—1 T T
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La matrice des poids D

On note D la matrice diagonale des poids des sommets, tous objets confon-
dus, a n lignes (n nombre total des sommets) et g colonnes, définie comme suit :

0
Dst,
D = (1.7)
Psy
: 0
0 . 0 pPsm

nm

1.2.5 Matrice de variance-covariance

Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que les variables sont cen-
trées. La matrice de variance-covariance V* est définie comme suit :

Ve = XTDX (1.8)

La moyenne X7 de X; s’écrira donc:

m n;
X7 = > D psitsi; (1.9)
i=1 k=1
m
= > (i 2y + 0G5 ) (1.10)
=1

ou, o, est la somme des poids des sommets de 'objet H; prenant la valeur x;;,
et @;; est la somme des poids des sommets de H; prenant la valeur Z;;, soit :

n;
iy = Y. psi =piDi (1.11)
(k=1/ ag; ,=vy)
n;
Gy = > Psi = Dij Di (1.12)

(k=1 / ag; ,=77)

Qij T Qij = PijPi +Dij Pi = Pi (1.13)
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La description de 'objet H; par la variable X; fait intervenir deux termes
z;; et T;; chacun 2% ! fois. Ayant supposé le tableau X centré, on a X7 =0.
La variance vj; de la variable X; s’exprime comme suit :

Z psi(Tsi5) (1.14)

n; g

i Mg 1 Mg

= ( > PS,@)@Q + ( > PSZ)I_MQ (1.15)
T (b=t ) g =) (k=1 / g, =75)
= > (ay wi” + 05 T5°) (1.16)

=1

La covariance v}, entre les variables X; et X (j # [) est définie comme
suit :

m n;
= DD PsiTsij Tsig - (1.17)
k=1

=1

La description de ’objet H; par les variables X et X; (j # () fait intervenir
quatre termes ;;2;1, i i, Tiji, Ti; T chacun 2472 fois ; sachant que la somme
des poids des sommets Si (k = 1..n;) de coordonnées, par exemple, x Sij = Tij
et Tgi) = Ty est égale a p; p;; Pu, alors I'expression de la covariance devient :

m
vy = > pi (P pu vy a + Py i vy Ta + Pij pa T Ta + Py P T T
=1

= sz’(piﬂz’j + D5 (Pata + Dua)
i=1

m
_ 720 .0
= szxijxil'
i=1

1.2.6 Description factorielle du nuage d’objets N(H)

Pour la détermination des principaux axes d’inertie du nuage d’objets N(H)
décrit par la matrice X dans l’espace R? on diagonalise la matrice variance-
covariance V', la matrice identité étant la métrique adoptée. Soient u;, A; et
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PCj, respectivement, le §®me vecteur propre normé de V°, la j°™¢ valeur propre

associée et la j°™® composante principale.
PC]' == X.Uj

On note F' la matrice a n lignes et p colonnes donnant la description fac-
torielle des n sommets des hyper-rectangles dans 1’espace défini par les p pre-

mieres composantes principales PCY, ..., PCy:
pesty ... PCglp
pesi 1 --- PCsLp
F = : . : (1.18)
pcspr ... PCsryp
pcsm 1 ... PCsm p

q
ou PCsij = szil wy; est la coordonnée du sommet S, de 'objet H; sur I'axe

=1
factoriel de direction u;. La position d'un objet H; sur le jéme axe factoriel est

définie par I'ensemble des coordonnées factorielles {pcsi jro o DCsi i} des n;
sommets {S},..., S, } de H; cet axe. On résume I'ensemble des coordonnées
des sommets d'un objet H; sur I’axe j par 'intervalle de variation [pc;;, pci;]
défini comme suit : o

b = GDRX PCsi (1.20)

[pci;, Pij] constitue la coordonnée factorielle (de type intervalle) de I’objet H;
sur l'axe factoriel j.

1.2.7 La projection d’un point de I’hyper-rectangle H;

Un objet H; est représenté dans I’espace factoriel par un hyper-rectangle
dont la description est :
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Hz‘ - ([&JTML S [@’M])

Soit &; = (@51, ..., Ty) avec ¥j; € [x;j, Tij] un point quelconque de 'hyper-
rectangle H;. Montrons que la projection, dans ’espace factoriel, d’un point
quelconque z; de I'’hyper-rectangle H; est contenue dans la projection factorielle
de I'hyper-rectangle H;. Pour cela, montrons que la coordonnée factorielle pc;;
du point z; sur 'axe factoriel de direction u; est une valeur comprise dans
I'intervalle [pc;j, pé;;]. Par définition, la coordonnée factorielle pé;; s’exprime
comme suit:

q
pei; = Y Ty (1.21)
l:

Sachant que chaque valeur z; varie dans [z;,T;], on a:

iy < Ty < Ty
% Uy <z Urj < LE_” Urj si Uy > 0
Tij Wi > Ty Wiy > Tyg W siowy; <0
ainsi, p¢;; est borné comme suit :
q q q
péij = Zﬂﬁz‘luz]‘ = Z Ty wy + Z L4 Uig
=1 (I=1/ w;>0) (=1 / u;<0)
q q
2 Yoo mawy + Y, Tgwy
(I=1/ u;>0) (I=1/ u;<0)
q q
< Yoo mawy + Y, Tgwy
(I=1/ w;<0) (I=1/ wi;>0)
d’autre part,
C;i — C i g — Tai Ul
DCij (k1 )Ps m)Z Si1 Wi
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comme les variables zg;, (I = 1..q) sont supposées indépendantes (indépen-
dance locale), alors:

q

peij = ;(kgi%i)wsil ugj (1.22)
q q
= min Tei; u;; + min xgi; u;; (1.23
(ZI/Z;IPO) Ty Sk lj (ZI/Z;U@) ety TSl o ( )
q q
= Z L4 Ul + Z Til Uy (124)
(1=1 / u;>0) (I=1 / u;<0)

de manieére similaire on a:

q q

(I=1/ uy;<0) (I=1/ uy;>0)

ainsi, Va3 € [wy,Tij] péij € [pcij, Doijl-

1.2.8 Le nuage des variables de type intervalle

A toute variable X ; de type intervalle, on fait correspondre un vecteur y; €
R™ muni de la masse unité:

Isllj
Tg1 4
Spid

uo= | (1.26)

ZES{nj

TSy g

Le choix de la distance dans R” consiste a affecter a chaque dimension un
coefficient égal au poids de chaque objet dans le nuage N(H) de R?. Ainsi,
I’espace de description des variables est muni de la métrique D définie en 1.7.
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On note G la j éme composante principale donnant la description des variables
sur le j°™¢ axe factoriel ; elle est définie comme suit :

G = Ay (1.27)

1.2.9 Représentation graphique des objets H;

Soit la matrice suivante a m lignes et p colonnes donnant la description des
objets H; par les p premieres composantes principales de type intervalle:

: = | SR (1.28)
Hy, [pcmlapcml] [pcmpapcmp]

H, [&7%} [pcllhm]

Les objets H; décrits par des composantes principales de type intervalle
sont visualisés dans les plans factoriels par des points, des segments ou des
rectangles. On utilisera dans ce qui suit le terme rectangle pour également
désigner aussi bien un segment qu’un point. La figure 1.4 suivante montre la
projection d'un objet H; (décrit initialement par trois variables X, Xo, X3 de
type intervalle) dans l'espace factoriel a trois dimensions issues de Panalyse en
composantes principales d'un nuage d’objets.

Comme le montre la figure précédente, la représentation de la projection
d’un hyper-rectangle, dans un plan factoriel, par un rectangle, constitue une
enveloppe maximale: tout point a l'intérieur de I'hyper-rectangle est projeté
dans le rectangle (parties non hachurées) mais tout point du rectangle n’est pas
forcement la projection d’un point de I’hyper-rectangle (parties hachurées). La
description la plus précise d'un objet, dans un plan factoriel, est donnée par
la couverture convexe de la projection de I’'objet sur ce plan.

On adopte plutot une représentation rectangulaire pour plusieurs raisons.
D’une part, les couvertures convexes nécessitent souvent 1'utilisation de fonc-
tions complexes difficilement interprétables par les utilisateurs; d’autre part,
la conservation du principe d'une ACP qui consite a réduire la dimension de
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PC3
X3
X1

PCil PC1

Fic. 1.4:

Pespace de description tout en conservant le type des variables d’origines (re-
vient dans ce cas a fournir des composantes principales également de type
intervalle). La derniére raison est une question de portabilité, les méthodes
proposées seront, utilisées en amont d’autres méthodes en analyse de données
symboliques, elles doivent donc fournir en sortie des descriptions utilisables
par les autres méthodes.

1.2.10 Généralisation des parametres d’aide a l’inter-
prétation

On ne peut interpréter les proximités entre des points projetés dans un plan
factoriel qu’apres avoir évalué leurs parametres d’aide a l'interprétation. On
propose une généralisation des parametres d’aide a l'interprétation usuels aux
hyper-rectangles. On note Cor(H;, u;) la contribution relative de 1'objet H; a
I’axe 7 mesurée par son cosinus carré par rapport a cet axe. Le cosinus carré
d’un objet par rapport a un espace donné (axe, plan, etc.) est une mesure de la
qualité de représentation de cet objet sur I'espace en question. On propose les
deux formules suivantes pour mesurer la qualité de représentation de l'objet
H; sur I'axe factoriel j:
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D oriy Dsi PChi
k=15, Prgi

Cor(H;,u; - : 1.29

07'( u]) Ekl:l pSidQ(SZ,,G) ( )
1 & DsiPCi

Cor(H;,uj) = ;.27*0 (1.30)

22 (51, G)

ol Psi désignant toujours le poids du sommet Sy associé a l'objet H;, pesij
la coordonnée du sommet S}, sur I’axe factoriel de direction u;, G le centre de
gravité et d(Sk, G) la distance entre le sommet Sy et le centre de gravité G.

La premiere formule exprime le rapport entre la contribution de ’ensemble
des sommets {S},..., 5.} a l'inertie A; de I'axe factoriel j et la contribution
de ’ensemble des sommets a l'inertie totale, tandis que la seconde correspond
a la moyenne pondérée des cosinus carrés des angles entre chacun des n; som-
mets S associés & H; et 'axe factoriel j.

. . .,.,atc a c
Sachant que pour tout a, b, ¢, d réels positifs la propriété b+ d < 7 + p] est

toujours vérifiée, alors la premiere formule fournit des contributions relatives
plus faibles que celles obtenues par la seconde. On mesure de méme la contri-
bution de H;:

- a linertie A; du j°™¢ axe factoriel par:

Zn; Pbs:i pCQi :
Ctr(H; u;) = % (1.31)
J

- a l'inertie totale du nuage des n sommets associés aux m objets par:

2221 pS,ic 'dz(Skv G) . 2221 pS,ic dz(sk) G)
- q

Inr(H;) = = X

(1.32)

=1

I7 désignant l'inertie totale. Les deux contributions précédentes reviennent a
effectuer des moyennes pondérées des contributions des n; sommets associés a
I’'objet H;.
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1.2.11 Une visualisation qui aide a l’interprétation

Quand le nombre et le volume des objets traités est important, la visua-
lisation rectangulaire fournit des plans factoriels encombrés et difficilement
interprétables. Pour faire face a cela, on propose une procédure itérative qui
permet, lors de la construction des enveloppes rectangulaires représentant les
objets, de tenir compte des contributions relatives des sommets.

La procédure proposée fournit, pour chaque couple de composantes princi-
pales une succession de plans factoriels chacun associé a une qualité de repré-
sentation « (0 < o < 1). Dans un plan factoriel de niveau «, un objet H; est
représenté par un rectangle construit en ne tenant compte que des sommets
dont la qualité de représentation est supérieure ou égale & a. La 7™ coor-
donnée [pc%,g??j] de 'objet H;, dans le plan factoriel de niveau «, est définie
comme suit :

peg; = mingt {pegi;/Cor(Sy, j) > a} (1.33)
pcy; = maxzizl{pcs,ij/cor(sziaj)204} (1.34)

A un niveau o = 0, on retrouve la représentation élémentaire des objets
par des rectangles construits en tenant compte de tous les sommets. Si pour
un objet donné, aucun sommet n’a une qualité de représentation supérieure ou
égale au seuil «, 'objet est alors représenté soit par son centre étiqueté de la
contribution relative de 'objet (dans le cas ou l'on privilégie la visualisation
des positions centrales des objets), soit par le sommet ayant la plus grande
qualité de représentation (dans le cas ou l'on privilégie la visualisation des
sommets les plus représentatifs des objets). Chaque rectangle peut étre éti-
queté par l'intervalle de variation des qualités de représentation des sommets
ayant servi a le construire. Les figures 1.5, 1.6 et 1.7 donnent, respectivement,
la description des objets H; et H; dans les premiers plans factoriels de niveau
zéro, de niveau 0.2 et de niveau 0.5.
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Fi1G. 1.5: Projection des objets Hi et Hj dans le plan factoriel de niveau zéro
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F1G. 1.6: Projection des objets Hi et Hj dans le plan factoriel de niveau 0.2
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PC2
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Fi1G. 1.7: Projection des objets Hi et Hj dans le plan factoriel de niveau 0.5

On constate que les objets H; et H;, qui se recouvrent dans le plan de
niveau zéro (en considérant tous leurs sommets), sont disjoints a un niveau de
qualité de représentation supérieur a 0.5. Ainsi, le recouvrement des objets a
un niveau « élevé est représentatif avec un degré de confiance o du recouvre-
ment de ces objets dans I'espace de description.

1.2.12 Algorithme de la procédure itérative de visuali-
sation

On décrit ci-dessous la procédure permettant de visualiser les objets H;
dans le plan factoriel de niveau « défini par les axes factoriels j et [. Elle
recoit en entrée le niveau « (seuil des contributions relatives), ainsi que les
coordonnées factorielles des sommets sur les axes j et [. En sortie, la procédure
fournit la visualisation des objets dans le plan factoriel défini par (u;,w;) de
niveau «. Les commentaires sont encadrés du symbole %. La procédure pourra
étre rappelée pour chaque niveau de qualité de représentation souhaité. On
note Cor(S, u;,u;) la contribution relative du sommet S; de I'objet H; dans
le plan factoriel défini par les axes de directions u;, u; ; soit:

C’or(S,i,uj,ul) = C’or(S,i,uﬂ%—Cor(S,i,m)

Les fonctions min(a,b) et maz(a,b) renvoient, respectivement, la plus pe-
tite et la plus grande des deux valeurs a et b.
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Procédure Visualisation (« , PC]-, PCy )
Pour i allant de 1 & m Faire
% pour chaque objet H; '
Pour k allant de 1 & n; Faire
% pour chaque sommet Slic de H; %
Si (OO’V‘(Si ,u]-,ul) > a) Alors
Peij = min(pcs;'cj,ﬂ)
peq = min(pegi» peit)
Pci; = mam(pcsij,pc_ij)
P = mas(pe gt ) Po)
Fin Si
Fin Pour
Si VSL, (Cor(Sy,uj,up)<a)
% tous les sommets de l'objet H; ont une contribution relative inférieur a o %
Alors
Peij =Peij =Pegi
Peil =PCil = Pegiy
% ou Sf‘ est soit le sommet de H; doté de la plus grande contribution relative soit son centre %
Fin Si

Fin Pour

- Visualiser les objets dans le plan factoriel de niveau o

Fin procédure Visualisation

1.2.13 Algorithme de la méthode des sommets

La procédure méthode-sommets recoit deux parametres en entrée. Le pre-
mier est le tableau T'aba contenant les différents seuils de contribution relative
« utilisés par la procédure de visualisation. On note nbseuil le nombre total de
seuils «v utilisés, dans les applications on utilise nbseuil = 3 («=0, =0.20, a=
0.5). Le deuxiéme parametre est la matrice Xy de description des objets par
les variables de type intervalle. La procédure fournit en sortie la description
factorielle des objets H;, dans les plans factoriels de niveau «. Pour chaque
couple de composantes principales, on a nbseuil plans factoriels générés.
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Procédure méthode-sommets (Taba, Xp)

- Choix du systéme de pondération des objets et des sommets
- Calculer la matrice de variance-covariance V' ° de la matrice X
- Diagonaliser V°, soit F la matrice des coordomnées factorielles des sommets obtenue
- Calculer les paramétres d’aides & 1’interprétation des sommets
- Généraliser les paramétres d’aide & 1’interprétation aux objets H;
Pour seuil allant de 1 & nbseuil Faire
% pour chaque seuil o de contribution relative dans Taba %

Pour chaque couple PC;, PC; dans F Faire

- Visualisation(Taba[seuill, PCj;, PCy)
Fin Pour

Fin Pour

Fin procédure méthode-sommets

1.2.14 L’Acp, un cas particulier de la méthode des som-
mets

Considérons le cas particulier ol tous les intervalles [z;;, ;] sont triviaux
(wij = T7; = 45). La matrice Xy donne alors la description des m objets par
g variables numériques, soit :

Hm Tm1 " Tmg

Chaque objet H; est alors décrit par n; = 2% = 2° = 1 sommet. On note S*
I'unique sommet représentant 1’objet H;. La premiere étape dans la méthode
des sommets consiste a décrire chaque hyper-rectangle H; par I'ensemble de
ses sommets. Chaque objet H; est alors décrit par une matrice Xy, a n; lignes
donnant la description de ses n; sommets dans I'espace de description. Dans le
cas présent, un objet H; est décrit par un vecteur ligne Xy, a n; = 1 ligne et
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q colonnes donnant la description du sommet S? dans P’espace de description.
Le vecteur ligne Xy, correspond a la éme ligne (x;1, ..., ;) dans la matrice
de départ Xy . Par conséquent, la matrice de données X (concaténation des
Xp,) & analyser dans la méthode des sommets est exactement la matrice de
départ Xy analysée dans le cas d’'une ACP classique. L’étape suivante consiste
a diagonaliser la matrice de variance-covariance associée a X = Xpy. Dans la
méthode des sommets, les parametres d’aide a I'interprétation d’un objet sont
les moyennes pondérées (seconde formule pour Cor) des parameétres d’aide a
I'interprétation de ses sommets. Dans ce cas présent, les parametres d’aide a
linterprétation de I'objet H; sont ceux du seul point représentatif S¢, comme
dans le cas d'une AcCP classique.

Dans la procédure de visualisation itérative, un objet H; décrit par un seul
sommet (g; = 0) est représenté dans un plan factoriel de niveau a par un point,
dont la position reste inchangée quelle que soit la valeur de «. En effet, dans
le cas ou le sommet représentant 1’objet a une contribution relative supérieure
a «, il est alors le point représentatif de 'objet dans le plan factoriel de niveau
«; dans le cas contraire, 'objet est représenté par le sommet ayant la plus
grande contribution relative, c’est-a-dire I'unique sommet en question. Dans
ce cas particulier, ol tous les objets sont décrits par des points, la procédure
de visualisation fournit, pour chaque couple de direction (u;, u;) et pour n’im-
porte quelle valeur a;, un méme plan factoriel identique a celui fourni par une
AcpP classique. La méthode des sommets est donc bien une généralisation de
I’Acp classique.

1.3 Cas de données intervalles dotés de contraintes
de domaines

1.3.1 Contraintes de domaines associées aux objets

Dans ce qui précéde, on considere qu'un objet H; définit une région de
valeurs dans 'espace de description et que tout point a l'intérieur de I'hyper-
rectangle constitue une observation possible du monde. En pratique, on peut
etre confronté a la situation ou seulement un sous-domaine de I’hyper-rectangle
est observable (valide); c’est dans le cas ou des contraintes de domaines sont
définies entre les variables. Considérons les deux exemples suivants, illustrant
le cas de variables intervalles liées par des contraintes de domaines.
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1- Ezemple: Soit la description du quotient familial QF et de 'impot sur
le revenu en (en KF) d’une population d’individus P, :
P, = [QF €[60,200]] A Impot € [4.806,53.821]

La contrainte de domaine liant les deux variables est décrite par les trois
regles suivantes :

a) Si QF € [60,89.65], alors Impot € [4.806, 11.922],
b) Si QF € [89.65, 145.16], alors Impot € [11.922,30.24],
c) Si QF € [145.16,200], alors Impot € [30.24, 53.821].

La visualisation du domaine de variation de la population P; ainsi que des
régions des valeurs observables (valides) ou non-observables (non-valides) est :

Impot Observations
non-valides
(kf) Observations valides
5382 | /
3024 |
11.92 4 T
el
60 89.65 145.16 200 QF (kf)
FiG. 1.8:

La description des quatre régions non-valides dans 1’espace des deux va-
riables est :

Région 1 = ([60,89.65],[11.92,53.82])

Région 2 = ([89.65,145.16], [4.8,11.92])

Région 3 = ([89.65,145.16], [30.24, 53.82))
= (I

Région 4 145.16, 200], [4.8, 30.24])

2- Ezemple: Soit la description probabiliste de 'objet H; par deux va-
riables :
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H; =[X; €[0.2,0.7]] A [X5 € [0.1,0.6]]
La contrainte de domaine liant les valeurs prises par X; et X, est:

V ;1 € [02,07] Vai € [01,06] — Thpt+txp=1

Le domaine des régions valides est un segment de la droite Xy = —X; 4+ 1:
X2
1 -
N Observations
\\\ / valides
0.6 + > —
observations
/ — | non-valides
01 | ‘
02 0.7 1 X1
Fic. 1.9:

De maniere plus générale, les valeurs valides peuvent étre définies par une
fonction a valeurs dans le domaine et de parametres les variables liées par les
contraintes.

On s’intéresse ici a des contraintes de domaine du type défini dans I’exemple
1. Sachant qu’un hyper-rectangle ne délimite pas forcément une région homo-
géne mais peut inclure une ou plusieurs régions non-valides, notre objectif
consiste a étendre les méthodes précédemment proposées pour qu’elle puisse
tenir compte d’une telle information.

Une contrainte de domaine, du type défini dans I’exemple 1, peut étre
caractérisée par la description de I’ensemble de ses régions valides ou par la

description de I’ensemble de ses régions non-valides.

On note Cf, ..., C% les r; régions non-valides disjointes associées & 'hyper-
rectangle H; et définies comme suit :

Vi=1.; Cf = AGeE ) [cfj,%] avec, V j € Eg;, alors [cfj,%] C [z, T
i) 1G5 G Lij
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Egi C {1,..,q} est I'ensemble des indices des variables Xj,..., X, impliquées
dans la description de C}.

Une région non-valide C? est représentée par un hyper-rectangle (dit hyper-

rectangle contrainte) inclus dans I'hyper-rectangle H;. On note SIC i - Sfﬂ les
ny sommets associés & I'hyper-rectangle contrainte C}. On suppose, dans ce
qui suit, que les hyper-rectangles contraintes sont disjoints et que les regles les
définissant sont cohérentes entre elles.

Soit, par exemple, la visualisation dans la figure 1.10 de I'objet
H; = ([zi1, Tal, [®i2, Tia|, [wis, Tiz]) décrit par trois variables de type intervalle:

X

<
1

b 5ZpN

X2

Fic. 1.10:

¢, C% deux hyper-rectangles contraintes décrits comme suit :

1.3.2 Pondération sous-contraintes des objets H;

Etant donné un ensemble d’objets H; dotés d’un ensemble de contraintes de
domaine C} (I = 1..r;), notre objectif est de tenir compte de cette information
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dans la méthode des sommets et dans la méthode des centres. Rappelons que
chaque objet H; de poids p; est représenté par n; sommets Si, ..., S,,. Dans la
méthode des sommets, le poids p; est réparti sur ’ensemble des sommets de
I’objet H;; on note Dsi le poids du sommet Sj de I'objet H;.

Pour tenir compte des contraintes de domaine on propose, selon la stratégie
de pondération adoptée proportionnelle aux volumes ou inversement propor-
tionnelle aux volumes, de décroitre, respectivement, croitre le poids d’un objet
H; proportionnellement aux volumes des hyper-rectangles contraintes qui lui
sont associés. On note V(C¥) le volume de ’hyper-rectangle contrainte C? as-
socié a H;, défini comme suit :

Vi) = I (=)
et V(H;) le volume total de '’hyper-rectangle H;:

V(H) = Il (@g—ay)
(@i #wi;)

On définit le nouveau volume V' (H;)* de H; tenant compte des contraintes
de domaine Cf, ..., C! , comme suit:

V(i) = v<m>—§v<o§>

On note p7, ..., p;, les nouveaux poids des objets calculés en fonction des
nouveaux volumes V' (Hy)*,...,V(H,,)* et selon la stratégie de pondération
adoptée dans la méthode.

1.3.3 Pondération sous-contraintes des sommets S

La pondération sous-contraintes des sommets intervient uniquement dans
le cas de la méthode des sommets. Il s’agit de calculer les poids des sommets
sur la base des nouveaux poids p;. Le principe est simple, plus un sommet
est proche des régions non-valides plus faible est son poids. Pour ce faire, on
* de H; sur ’ensemble des sommets en tenant

propose de répartir le poids p;
compte de la position de chaque sommet S; par rapport a I’ensemble des



38 Chapitre 1. L’ACP sur des données intervalles

hyper-rectangles contraintes C?. Pour cela, on calcule pour chaque sommet S
sa distance par rapport a chaque hyper-rectangle contrainte Cj. On définit
la distance entre un sommet S et un hyper-rectangle contrainte comme la
moyenne des distances entre S; et 'ensemble des sommets de C}, soit :

i i 1 & i oCi
D( k> z) = _Zd( kaSl )

Ml 1=

ou d est la distance euclidienne entre deux points sommets, et n; le nombre
de sommets de I’hyper-rectangle contrainte C?. On définit alors la distance
moyenne d’un sommet S & I'ensemble des hyper-rectangles contraintes Cf
comme suit :

as) = Ly pesic

Ti =y

P& le nouveau poids du sommet S! tenant compte des contraintes de domaine
k
de 'objet H; est défini comme suit :

L d(S})
Di T i
Zk:1 d(sk)

On vérifie aisément que Y0, pt: = pj.
k

*
ps;c

1.4 La méthode des centres

1.4.1 Les données

On note z¥ le point de référence de I'hyper-rectangle H; considéré comme
le point le plus représentatif de I'objet :

z )’ Viq

¢ = (xfl,... xo) (1.35)

ou zf; la coordonnée du barycentre sur I'axe X est définie comme suit:

n; ;
vy = >

k=1 Di
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D’apres ce qui a été établi en 1.6, z7; s’écrit:

o -
vy = (Pytij + DijTij)
Soit X la matrice a m lignes et ¢ colonnes suivante :
o o
'/'Ell e '/'Elq

X = : R (1.37)

o

xml e mg

1.4.2 Le nuage d’objets N(H)

A tout objet H; € N(H), on fait correspondre un vecteur 22 de R tel que

x] = (x;-’l, . ,x;-’q) (1.38)

Le nuage N(H) des centres des objets H;, décrits par la matrice 1.1, est
représenté dans la figure 1.11 suivante:

X2 N(H)
H5

s
H2

H4
XD
H7 1
* lm
H3
X1
. Xg U

X3

H6

F1G. 1.11: Nuage N(H) des point de références des hyper-rectangles

L’ensemble des objets H; est défini dans ’espace }?, par la matrice X muni
de la métrique identité.
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1.4.3 Pondération des objets et sémantiques sous-jacentes

Contrairement a la méthode des sommets ou le poids p; de 'objet H; est
réparti entre ses sommets, dans la méthode des centres on suppose que le poids
p; est accumulé au point de référence z¢. De maniere similaire, on peut adopter
un systeme de pondération tenant compte de la sémantique des intervalles tel
que c’est défini dans la méthode des sommets (paragraphes 1.2.3 et 1.3.2).
Soit D la matrice diagonale des poids des points de références a m lignes et ¢
colonnes définie comme suit :

P ... 0
D = | i = (1.39)

1.4.4 Matrice de variance-covariance

Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que les variables X; sont
centrées. La matrice de variance-covariance V¢ de la matrice X est définie
comme suit :

Ve = XTDX (1.40)
La moyenne dans la méthode des centre Y; de X s’écrira donc:
Yf = Zpix% =0
i=1

La variance vf; de la variable Xj dans la méthode des centres s’écrit:

m
vj; = Zpi(gc?j)Q
=1

m
= > pilpiy xi; + D3 T5j)°

=1

Le terme général de la covariance vj; entre les variables X; et X; s’écrit:



1.4. La méthode des centres 41

n

vy = szxfja:fl (1.41)
s
Zn

= > pi(py vij + D Tj) (i v + P Ta) (1.42)
i=1

1.4.5 Description factorielle du nuage d’objets

La méthode des centres se fonde, pour la détermination des axes factoriels
d’inertie, sur I'information apportée par les centres (points de références) des
hyper-rectangles. La matrice & diagonaliser est V. Soient u;, A; et PCj, res-
pectivement, le j¢™¢ vecteur propre, la j¥™¢ valeur propre associée et la jm¢
composante principale.

On note F' la matrice a m lignes et p colonnes donnant la description
factorielle des m centres des hyper-rectangles dans l'espace défini par les p

premieres composantes principales PC, ..., PC,:
pcm’fl s pcm’fp
F = : - : (1.43)
PCxo 1 --- PCxop

ol pcge; est la coordonnée du centre x7 de I'hyper-rectangle H; sur I'axe fac-
toriel j. Les positions des centres des hyper-rectangles dans le plan factoriel
fournissent une tendance centrale de la distribution des objets.

Pour restituer lors de la description factorielle 'information de variation ou
d’imprécision intrinseque a chaque objet, on fait varier chaque centre au sein
de son hyper-rectangle et on déduit les intervalles de variation de ce point sur
chaque axe factoriel. Soit x; = (z;1,...,%;,) un point quelconque de I'hyper-
rectangle H;. La coordonnée du point x; sur I'axe factoriel j est donnée par la
fonction suivante:

q
PCy;j — Z%zuu (1-44)
I=1
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Quand on fait varier le point z; a I'intérieur de ’hyper-rectangle, la plus
petite coordonnée pc;; et la plus grande coordonnée pc;; prises par le point z;
sur 1’axe factoriel j sont obtenues en minimisant et en maximisant la fonction
définie en 1.44, soit:

q
pci; = min (Z il ulj>
=1

(zu<zyi<Ti)
q
pcij = max inl Uyj
(za<zy<za) \|Z{

d’apres les résultats établis dans la section 1.2.7 on a:

q q
peij = oo o Twi+ Y, zaw; (1.45)
(I=1,u;<0) (I=1,u;;>0)
q q
PG = Y. raug+ Yy, Tqwg (1.46)
(I=1,u;<0) (I=1,u;;>0)

ainsi, pc;; et pe;; correspondent, respectivement, a la plus petite et a la plus
grande coordonnée factorielle des n; sommets projetés en supplémentaire sur
I’axe factoriel j.

1.4.6 Visualisation et interprétation du nuage N(H)

De maniere similaire, les m objets H; sont décrits dans 'espace factoriel
par des composantes principales de type intervalle. Afin d’obtenir une repré-
sentation graphique et une interprétation plus précise des positions des hyper-
rectangles, on propose d’utiliser la procédure de visualisation itérative définie
dans la méthode des sommets. Pour cela, on calcule les contributions relatives
des sommets (éléments supplémentaires) dans les plans factoriels.

Les centres des hyper-rectangles étant les seuls éléments actifs dans 1’ana-
lyse, par conséquent, les contributions absolues et les contributions des hyper-
rectangles a l'inertie sont celles des centres des hyper-rectangles. Les qualités
de représentation des hyper-rectangles sont déduites a partir des qualités de

représentation de leurs sommets (projetés en supplémentaires), tel que c’est
défini en (1.29).
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1.4.7 Algorithme de la méthode des centres

La procédure méthode-centres recoit comme premier parametre le tableau
Taba contenant les différents seuils de contribution relative « utilisés par la
procédure de visualisation et comme second parametre la matrice Xy de des-
cription des objets par les variables de type intervalle. La procédure fournit en
sortie la description factorielle des objets H; dans les plans factoriels de niveau
«. Pour chaque couple de composantes principales on a nbseuil plans factoriels

générés.

Procédure méthode-centres (Taba, X )
- Choix du systéme de pondération des objets
- Calculer la matrice de variance-covariance V¢ de la matrice X
- Diagonaliser V¢, soit F la matrice des coordonnées factorielles des centres
Pour i allant de 1 & m Faire
% Pour chaque objet H; %
Pour j allant de 1 & q Faire
% Pour chaque aze factoriel de direction uj; %
- Calculer l’intervalle de variation [pc;;,Pc;;| sur chaque axe factoriel uj.
Fin Pour
- Visualiser, dans chaque plan factoriel, le rectangle associés & 1l’objet H;
% cela revient a une visualisation de H; dans le plan factoriel de niveau 0 %
Fin Pour
- Calculer les contributions absolues et & l’inertie des centres
- Calculer les contributions relatives des sommets des hyper-rectangles en tant que
éléments supplémentaires.
- Calculer les paramétres d’aide & l’interprétation associés aux objets H;
Pour seuil allant de 1 & nbseuil Faire
% pour chaque seuil o de contribution relative dans Taba %
Pour chaque couple PC;, PC; dans F Faire
- Visualisation(Taba [seuill, PC]-, PCy)
Fin Pour

Fin Pour

Fin procédure méthode-centres
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1.4.8 L’AcpP, un cas particulier de la méthode des centres

Considérons le cas particulier ol tous les intervalles [z;;, ;] sont triviaux
(zij = T7; = w45). La matrice Xy donne alors la description des m objets par
q variables numériques, soit :

H, T 0 Tig

Hm Tm1 ' Tmg

Chaque objet H; est décrit par n; = 2% = 2 = 1 sommet. On note S°
I'unique sommet représentant 'objet H;. La premiere étape dans la méthode
des centres consiste a décrire chaque hyper-rectangle H; par son centre z?.
Dans le cas particulier ot un objet H; est représenté par un seul sommet
(g; = 0), le centre z¢ d’un tel objet est le sommet S* en question. La matrice
des centres X a analyser dans la méthode des centres est donc la matrice de
données de départ Xp. La seconde étape consiste a diagonaliser la matrice
de variance-covariance associée a la matrice de départ Xy, puis a projeter les
centres 2 = S* dans les plans factoriels. I’étape suivante consiste & projeter
les sommets des hyper-rectangles en supplémentaires afin de déduire la varia-
tion intrinséque & chaque objet. Comme il n’y a aucun autre sommet que S°,
cette procédure n’est pas effectuée. Finalement, les parametres d’aide a l'in-
terprétation d'un objet H; sont ceux de l'unique sommet S? le décrivant. La
méthode des centres ainsi définie est bien une AcCP classique de I’ensemble des
objets décrits par la matrice Xy.

1.5 Comparaison de la méthode des sommets
et de la méthode des centres

Notons que dans la méthode des sommets les axes d’inerties sont déterminés
a partir des sommets alors que dans la méthode des centres ils sont définis par
les centres des hyper-rectangles. Dans le cas de données intervalles de faibles
amplitudes (i.e. le cas des intervalles exprimant une imprécision autour d’une
mesure) la méthode des centres et la méthode des sommets fournisssent des ré-
sultats tres similaires. En effet, dans le cas d’intervalles de faibles amplitudes,
la distribution des centres est tres proche de celle des sommets des hyper-
rectangles. Par conséquent, ’analyse en composantes principales du nuage des
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centres et ’analyse en composantes principales du nuage des sommets four-
nissent des résultats (axes principaux, valeurs propres, etc.) similaires. Ces
deux méthodes fournissent en revanche des résultats tres différents dans le cas
de données intervalles de grandes amplitudes (i.e. le cas des intervalles expri-
mant de la variation). En effet, la distribution du nuage des centres peut étre
tres différente de celle des sommets des hyper-rectangles.

Nous comparons dans ce qui suit les expressions de la moyenne, variance
et covariance dans le cas de ces deux méthodes et nous montrons que ’analyse
en composantes principales du nuage des centres correspond a une analyse
inter-objets , alors que celle du nuage des sommets correspond a une ana-
lyse inter-objets et intra-objets.

Les moyennes X7 et X7

Rappelons 'expression de la moyenne d’'une variable X; dans le cas de la
méthode des centres:

remplagons x7; par son expression définie en 1.6:

m
Xy = > pilpy vy + D5 T55)
=1
m

= D oz + 5 T5) = X}
=1

Ainsi, on obtient la méme moyenne pour la variable X; dans la méthode
des centres et dans la méthode des sommets:

vV je{l.q} X5 = X;
Les variances V]SJ et V;‘;

Supposons les variables centrées et calculons la différence entre la variance
de la variable X; dans les deux méthodes:
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m m
VE—-VE = Y (ay wi? + @ 70) — Y pilpy wig + D )’
zm 3 -
= Y (v vy’ + P ) — Yopi(py” T’ + P TG+ 2y P T)
i=1 =1

m

2 72 2 2 =2 =2 —

= >opi(pyey’ + PTG — ' wi” — PTG 2y PeyT)
1=1

m
= 3 pi (2’ (1= py) + P 75" (1 = ) — 23y Pigeig s )
1=1

m
= > pipy P (T — 2yy)°
i=1

ol, rappelons-le, p;; = 1 — P;;. Ainsi, la variance V* de la variable X; dans le
cas de la méthode des sommets est égale & la variance V¢ de la variable dans le
cas de la méthode des centres augmentée d'un facteur e;; positif. Soit encore,
Vi€ {l.q} vi; =vj; +ej; avec,

m
eji = D_ pipij Pij (T — ¥iz)”

=1

Le facteur amplitude e;; de la variable X; exprime l'information de varia-
tion ou d’imprécision de la variable de type intervalle X;. Ce facteur est nul
dans le cas ou la variable X; est numérique. On note E' la matrice diagonale
de terme général e;; :

(AN 0
E = Do (1.47)
0 ... eqq

Les covariances v}, et vf

Soit I'expression de la covariance v§; entre les variables X; et X; (j # )
dans la méthode des centres tel que c’est établi en 1.42:
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n
vi = > pilpy Ti + Py Tig) (Pu Ta + P Tt
i=1

En développant le produit on obtient 1’ expression de la covariance établie
dans le cas de la méthode des sommets.

Vj,le {1.q} vl = v (1.48)

1.5.1 Une analyse inter-objets et intra-objets

D’apres les résultats précédents on peut établir la relation suivante entre
les matrices de variance-covariance V* et V¢ a diagonaliser, respectivement,
dans la méthode des sommets et dans la méthode des centres.

8 s C C
vy 'Ulq vl 'Ulq el 0
Ve = . " . = . " . + . i .
s s c c
Vg1 e+ Vgq Vg1 e+ Vgq 0 ... Eqq

ou encore:

Ufl +e;r ... ’qu
Ve = : : (1.49)

c C
Vg1 coe Ugg €y

La méthode des sommets apparait comme une analyse inter-objets et intra-
objets:

- c’est une analyse inter-objet puisqu’elle prend en compte dans I'analyse
la variabilité entre les centres des hyper-rectangles (V°¢).

- c’est une analyse intra-objet puisqu’elle prend en compte dans I'analyse
la variabilité & 'intérieur des hyper-rectangles (facteur amplitude F).
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1.5.2 La complexité des calculs

Dans la méthode des sommets, le calcul de m objets H; décrits par ¢ va-
riables de type intervalle engendre une matrice de données X a >, 2% lignes
et ¢ colonnes. La complexité étant en O(29), il est clair que lorsque le nombre
de variables descriptives augmente, les calculs deviennent cotteux.

Dans la méthode des centres, par contre, la complexité des calculs est en
O(q), c’est-a-dire du méme ordre de complexité que dans le cas d'une Acp
classique sur m objets décrits par des variables numériques.

Réduction de la complexité de la méthode des sommets

On a établi en 1.49 un résultat tres important permettant de réduire la
complexité de la méthode des sommets a 'ordre O(q). En effet, au lieu de cal-
culer la matrice de variance-covariance V'* a partir des descriptions des > ; 2%
sommets, on déduit celle-ci en ajoutant au termes diagonaux de la matrice
de variance-covariance V¢ (calculées a partir des descriptions des centres des
hyper-rectangles) les éléments diagonaux de la matrice diagonale E.

De plus les formules définies en 1.24 et 1.25 permettent d’obtenir les coordon-
nées factorielles de type intervalle sans avoir a calculer celles des 2% sommets,
ce qui réduit considérablement les temps de calcul.

1.6 La méthode des sommets du point de vue
de la méthode STATIS

Rappelons que dans la méthode des sommets on dispose de m tableaux
Xu,,...,Xp,, . Chaque tableau Xy, donne la description des 27¢ sommets as-
sociés a l'objet H; par ¢ variables. On peut envisager d’utiliser la méthode
STATIS DUALE pour analyser le tableau X des m groupes de sommets décrits
par les mémes variables:
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On note V; la matrice variance associée au tableau Xy, :

Vi = Diag (pypi (5 — 245)’ /i = 1..q) (1.50)

On définit un produit scalaire entre 2 matrices variances par la formule
suivante :

<Vy, Vi > = Trace(V; Vi)
q q q
= > > Vi)V =Y (Vi)ji(Vir)s

j=11=1 j=1

puisque V; et Vi sont diagonales, du fait de la symétrie des hyper-rectangles.
On considere alors la matrice C' (m x m) de terme général c;; =< V;, Vi >

q
cir = > (Vi)ji(Vi)y
j=1

La diagonalisation de la matrice C' permet de représenter I’ensemble des
objets H; a partir des vecteurs propres (normé a la racine carrée de la valeur
propre) associés aux plus grandes valeurs propres. Soit U = (uy,...,u,)" le
vecteur propre normé de C' associé a la plus grande valeur propre. Alors le
compromis V' est défini par:

m

=1

A partir de la diagonalisation de V' on obtient une représentation des va-
riables, ainsi qu'une représentation sur laquelle on peut projeter les > ", 2P
lignes du tableau X. On peut noter que du fait de la structure parallele des
2% sommets propres a l'objet H;, V; est diagonale, donc V' l'est, ce qui retire
beaucoup d’intérét a I’analyse des compromis et aux représentations qu’il per-
met.
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1.7 La méthode des sommets du point de vue
de ’analyse factorielle discriminante

Si I'objectif de 'analyse consiste, d’une part, a rechercher les axes fac-
toriels qui séparent au mieux les hyper-rectangles, d’autre part, a identifier
I’hyper-rectangle d’appartenance d’un nouvel individu, décrit par les variables
descriptives, alors on peut appliquer une analyse factorielle discriminante (les
classes étant les hyper-rectangles) a la matrice de donnée X définie en 1.3.

Vs la matrice de variance/covariance associée a X définit la variance to-
tale, V. (variance des centres) définit la variance Inter-classes et la variance
Intra-classes est définie par la matrice diagonale Vg, égale a la moyenne des
matrices de variance V; diagonales, définies en 1.50.

La recherche des axes factoriels séparant au mieux les hyper-rectangles
revient a diagonaliser la matrice non symétrique suivante :

VoV
ce qui revient apres symétrisation a la diagonalisation de la matrice:
cvic

ot C' C' = V,. Notant que cela correspond également & la diagonalisation de la
=1 =1
matrice V1 V,, soit & la diagonalisation de la matrice symétrique V> V. V.” .
1

Vi® étant la matrice diagonale des inverses des racines carrées des éléments
diagonaux de V.

1.8 Approche probabiliste

1.8.1 D’autres distributions a ’intérieur des intervalles

Dans ’approche probabiliste, on suppose que tout intervalle est le résumé
d’un ensemble de valeurs qui se répartissent a l’intérieur de l'intervalle selon
un loi connue. L’approche probabiliste revient a associer a chaque variable
X, et objet H; une variable aléatoire z;; de fonction de densité f;; définie sur
I'intervalle [z;;, Z;;]. On suppose ici I'indépendance entre les variables aléatoires
z;;. Soit le tableau de données suivant donnant la description des m objets
H,,... H, par q variables de type intervalle:
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[y, 7] || (1, T
H, Ty~ fu | flq_“’* f1q
Xy = L = : : (1.51)
Hy, [Tt Tmt] | -0 | [Zings Teng
Tmi ~ fm1 | oo Tmg ™ fmq

Les figures suivantes montrent quelques exemples de lois de répartition sy-
métriques a 'intérieur des intervalles.

Loi Uniforme U

Soit la variable aléatoire x;; ~ U([z;;,T7;]) qui suit une loi uniforme sur
[z;j,T;]. La fonction de densité f;; et la fonction de répartition Fj; de x;j,
représentées dans la figure 1.12, ont pour expression :

1 . —_
) = [Ty Six €l T
fii(x) = S
0 sinon
0 six < Tij
(z—wij) . T
E](x) - @ij —wij) SLX € [@7 xij]
1 SLx > Tyj
B0,
fij(X) !
1
1
(xij - xij)
0 0 xij X0 xij

Xij Xij Xij

Fia. 1.12: zy; ~ U([2i;, T5])
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Loi Normale N'
. . ;L _ (@igtiy) (T i) P
Soit la variable aléatoire x;; ~ N (u;; = ——0ij = T) qui suit
une loi Normale de moyenne p;; et d’écart-type o;;. La fonction de densité f;;
a pour expression :

1 —1,(@=pii) o
oty = — ()
] 2w
Les fonctions de densité f;; et de répartition Fj; de z;; sont représentées
dans la figure 1.13 suivante:

F..
fij(x) 1J(X)
1
Xy ij Xij Xij Xij =y 3 %) ] Xij = (543 %) 1]
(Tij+wiz) (Ti; —wi;)
Fi1G. 1.13: 2 ~ N (p = —5=—,0 = ——)

Loi Triangulaire T

Soit la variable aléatoire x;; ~ T ([z;;, T;;]) qui suit une loi triangulaire sur
[ﬂ ,T7;]. La fonction de densité f;; de z;; a pour expression:

4z — x4 Tij + Ty
fij(z) = 7(L —‘7))2 si x < TR
Tij ﬁ
= 7336_”_36) si 3627@_@'4—@)
(Tij — 2i5)°

Les fonctions de densité et de répartition sont représentées dans la figure
1.14 suivante:

1. En toute rigueur, il faudrait prendre une loi normale tronquée, nulle a 'extérieure de
. _ N 7. N . 7’ Y -3
lintervalle [z;;,T;;]. Dans la mesure ol la masse extérieure & cet intervalle est égale & 2.61°

donc négligeable, nous ne tronquerons pas cette loi, afin de faciliter les calculs.
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Fic. 1.14: Ti5 ~ T([@, I_l]])

Loi Triangulaire inverse T’

Soit la variable aléatoire x;; ~ T'([x;;, @;;]) qui suit une loi triangulaire
inverse sur [x;;,%;;]. La fonction de densité f;; de x;; a pour expression:

fij(z) = T = 1)’ Siow < ———
ij Lig
2(2z — T35 — wiy) . (Tij + i)
(Tij — wij) 2

Les fonctions de densité et de répartition sont représentées dans la figure

1.15 suivante:

fi0

0 Xi Xij

Fia. 1.15: 255 ~ T'([3y5, T75])
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1.8.2 La méthode des sommets et des centres du point
de vue probabiliste

Du point de vue probabiliste, la méthode des sommets revient a répartir la
masse d’un intervalle sur ces deux bornes z;; et 7;; dans, respectivement, les
proportions p;; et p;;. La masse d'un intervalle, dans la méthode des centres,
est supposée concentrée en son point de référence zg; (masse de DIRAC en x;).
Schématisons, dans le cas de la méthode des sommets et des centres, I'allure
des fonctions de densité et de répartition de la distribution a l'intérieur des
intervalles [z;;, T7;].

fij (x)

0 xij le xij 0 Xij Xij Xij

Fic. 1.16: Distribution a Uintérieur d’un intervalle dans la méthode des som-
mets

£ Fij00

.. 0 _ i .. . Xij
X xij xij X Xij X{j xij

Fic. 1.17: Distribution a Uintérieur d’un intervalle dans la méthode des centres
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1.8.3 Caractéristiques de tendance centrale et de dis-
persion des variables X;

On note fx; la loi de la variable X; définie comme suit :

m
Zpifij
i=1

ou p; est le poids de I'objet H;.

Les caractéristiques des variables X; sont:

Zpl (i) (1.52)

V(X;) = B((X))*) - E(X;)* (1.53)
= ;piE((xU <sz Iz]) (154)
= ipiv(ﬂfij)JrZ;pi (E(x))? (sz x”> (1.55)

En posant F(z;) = x),
variance de la variable X; dans la méthode des centres.

alors V(X;) = X, piV(zij) + v§;. vf; étant la

La loi jointe fx; x, des variables X, X; est obtenue comme suit:

I X;,X Z Di %

comme les variables aléatoires ;; et x; sont supposées indépendantes, on a:
m
fx;xi = Y. pififa
i=1

Soit I’expression de la covariance entre deux variables X; et X;:
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= Z:pi(E(Iij)E(Iil))_z:piE(xij)z:piE(l’u) (1.57)

En posant E(z;;) = xf; et E(zy) = xf alors Cov(Xj, X;) = v§; = v}

1.8.4 Comparaison de la méthode des sommets et de la
méthode des centres dans une approche probabi-
liste

1) Cas de lois uniformes

On suppose que chaque variable aléatoire x;; suit une loi uniforme sur
I'intervalle [z;;, T;;]. Soit le tableau de données décrivant les m objets:

H, o~ Ulzn, Tal) | oo | 21~ U1, )

Hp, Tmi1 ~ u([@vx—ml]) | Tmg u([xmqax—mq])

Comparons dans ce qui suit 'inertie prise en compte dans le cas des mé-
thodes des sommets et des centres avec celle prise en compte dans le cas d’une
distribution uniforme a l'intérieur des intervalles. Comparons pour cela les
moyennes, variances et covariances des variables X; dans le cas de ces trois
méthodes.

Caractéristiques des variables z;;

s 1 Tii + i
B(z;;) = /Jx_ _ T T Tij
v (Tij — i) 2
7o, 1 (T5)? + Ty + (245)°

B(wy)) = [a'———= :

Viey) = B((zg)?) - (B(ziy)?
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Caractéristiques des variables X

Tij+ai; \
Sachant que E(z;;) = xf; = szx—] alors p; = pij = 3 et d’apres les

expressions établies en 1.52, 1.55 et 1.57 on a:

BE(X) = X=X

o (T )t
V(X;) = ZPiT_+”jj
i=1

Cov(X;, X;) = v =]

gl
2) Cas d’une loi normale N

. , . (T +zi5)
On suppose que chaque variable aléatoire z;; ~ N(u; = —5==,05 =
(T ml])
6

) suit une loi normale de moyenne 4;; et d’écart-type o;;.

Caractéristiques des variables z;;

xzj—i_xz]
E(xy) = pj=—7

(T — 245)°
Vizij) = Ufj:T_

Cov(X;, X)) = vl = U5
Caractéristiques des variables X
X, = X7, = X,
m :L’_
V(X;) = Z —— 4
3) Cas d’une loi triangulaire T

On suppose que chaque variable aléatoire z;; ~ 7 ([z;;7;;] suit une loi tri-
angulaire sur 'intervalle [z;;77;].
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Caractéristiques des variables z;;

E(zy) = %
. 7 5o T __
ou, E(a:fj) = ﬂﬁ2 + E& Tij + ﬁxijz
(T3 — 145)*
(l‘]) 24

Caractéristiques des variables X

Cov(X;, X)) = v, =05

4) Cas d’une loi triangulaire inverse T

On suppose que chaque variable aléatoire x;; ~ 7' ([z;;%;;] suit une loi tri-
angulaire inverse sur l'intervalle [x;;77;].

Caractéristiques des variables z;;

Ty + Ty
Bley) = 0

3 1 3__
E(z}) = g@z VR R g%’jz

Vi(zy) = é (x—” —ﬁ)Q

Caractéristiques des variables X
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E(X;)

V(X;)

COU(X]', Xl)

X;

_ 2
S,
=1

s _ ¢

29

On récapitule les résultats précédents dans un tableau comparatif. On y
compare les expressions des moyennes, des variances et des covariances des
variables X, dans le cas de certaines lois usuelles, dans le cas de la méthode des
centres et celle des sommets. On suppose ce qui ne restreint pas la généralité,
que les variables X; sont centrées (Vj X, =o):

Moyenne Variance Covariance

Méthode X =X.,=0 v, = m ey (a:_—a:)2 I ——

[ i = ;=1 PiPijPij (®ij ij it =Y
des sommets +'u;-:]-

‘ << m S — c m — 2 m _
Méthode F= D i PG EG t ey ) | w5 =D pi (P EG R i Cov(X;, X0) =Y 7 pi(Fi; Ti + Pij ¢i5)-
des centres
=X.=0

(Pir @it + Pir zi1)

Loi Uniforme E(X

” _
VO =30 it G~ i)
+v5;

N o1
ol pij =Pi; = 3

Cov(Xj;,X1) = U;':l

Loi Normale E(X;) = X_] =0

— m 1 (— 2
V(X;) = § i1 Pizg (@ij —zij)
55

N —_ 1
ol pij =Pij = 3

Cov(Xj;, X)) = v;l

m — 2
Gy
Do, PG i)

Loi T E(X;)=X; =0 VI(X;5) =5 + oI Cov(X;, X1) = v
ob pij =Pi; = %
m _
L — oL Dy PiEi i) .
Loi T BE(X;)=X; =0 V(X;) =0+ EUEL = | Cou(X;, X)) =,
ob pij =Pi; = 1
Discussion

On constate, d’une part, que les lois considérées laissent les moyennes et
les covariances constantes. D’autre part, les variances se décomposent en la
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somme de deux effets:

- un effet fixe correpondant a la variance V¢, due a la variance des
centres des hyper-rectangles (variance inter-objets),

- un effet variable estimant, en fonction de la distribution, la variation
intrinseque a chaque hyper-rectangle (variance intra-objets).

Les variances peuvent étre classées par ordre croissant comme suit :

ve <« VT <« VT < VN < e

ou V** et V sont les variances V?* et V¢ associées a une pondération équiré-
. . _— _ 1
partie: (P = pij = 3)-

1.9 Approche concurrente

En s’inspirant des travaux de CALAHAN [Calahan72] et de NAGARAJ [Nagaraj93|,
NAGABUSHAN [Nagabhushan97] propose une extension de ’analyse en com-
posantes principales a des données intervalles. Nous introduisons d’abord, les
travaux de CALAHAN et de NAGARAJ puis 'algorithme proposé par NAGA-
BUSHAN étendant I’ACP aux données intervalles.

Les travaux de CALAHAN [Calahan72] porte sur I'analyse de la tolérance
des circuits électriques. Un circuit électrique est caractérisé par un ensemble de
parametres d’entrée pq, ..., p, et un ensemble de parametres de sortie z1,. .. 2,.
Chaque parametre de sortie z; est une fonction des parametres d’entrées pq, ..., p,.
L’analyse de la tolérance d'un circuit consiste a observer le comportement ex-
treme du circuit en faisant varier les parametres p.

Soit [p;, pj] I'intervalle de variation du parametre p;, p§ € [p;, Pj| une valeur
dite nominale autour de laquelle on observe la variation et z{ la sortie du
circuit correspondante aux entrées (ps, ..., p?). Le probleme de l'analyse de la
tolérance revient a déterminer les valeurs extremes z; et Z; de chaque sortie
z; sachant que chaque parametre p; varie dans I'intervalle [p;, p;]. Pour cela,
CALAHAN proposa d’utiliser les dérivées partielles des fonctions z; par rapport
aux parametres p; (développements en séries de Taylor) pour déterminer la
variation maximale autour de 27, soit :
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s = (530 () ) 0

i=1 J

ot Az; est la variation de z; autour de la valeur nominale 2 et Ap; = (p; —pj).

Comme la dérivée — peut étre une expression positive ou négative, alors
6]9]'
la variation maximale positive notée Az;" est obtenue en choisissant :

si 0z <0 et
o i
Py =P 6p;
_ i 0z; >0
e i

De maniere similaire, la variation maximale négative notée Az; est obtenue
en choisissant :

(522'

=p,; si >0 et
(522'

=D; si <0

Les valeurs extrémes de z; sont alors:

z o= 20+ Az

2 + Az

N
|

1.9.1 La réduction de dimension sur des données inter-
valles

En s’inspirant des travaux de CALAHAN, NAGARAJ [Nagaraj93| proposa
un algorithme générique de réduction de dimension permettant de décrire,
dans un espace de dimension faible, un ensemble d’objets décrits par des va-
riables de type intervalle. Cet algorithme fut appliqué par NAGABHUSHAN
[Nagabhushan97] au cas particulier d’'une analyse en composantes principales.
On présente dans ce qui suit ’algorithme de réduction de dimension appliqué
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a des données intervalles, puis son application dans le cadre d’une Acp.

Position du probleme

Soit m objets décrits par ¢ variables numériques X1, ..., X, et une méthode
de réduction de dimension définie par r fonctions (fi,...,f,) (r < ¢). Ces
fonctions permettent de décrire 'ensemble des objets par un nombre réduit de
nouvelles variables Y7, ...,Y, définies comme suit :

Vj=1.r Y, = fi(X1,...,Xy)

NAGARAJ propose d’étendre de telles méthodes de réduction de dimension
a des objets décrits par des variables de type intervalle. Soit m objets décrits
par q variables de type intervalle Xy,..., X,:

1 [ﬂv‘r_ﬂ] [ﬂ?x_h]]
= | (1.59)

m [#m1, Tm1] - [Tmg Timg

L’objectif est de décrire ’ensemble des objets dans un espace de dimen-
sion plus faible défini par de nouvelles variables Y7, ..., Y, également de type
intervalle :

1 [ylla m] e [ylra E]

= |: L (1.60)

m Ymts Umt] = (Y Tor)
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Principe de P’algorithme proposé

Le principe de cet algorithme se fonde sur la dérivation des fonctions de
réduction de dimension fi, ..., f, pour déduire la variation maximale [v;;, 7]
prise par la nouvelle variable Y; pour 'objet i. Deux cas sont envisagés. Dans
le cas ou les fonctions f; admettent des expressions analytiques connues, les
variations des nouvelles variables sont obtenues par dérivation des fonctions
fi en utilisant la formule développée en 1.58. Dans le cas ou les fonctions f;
n’admettent pas d’expressions connues, NAGARAJ propose une procédure esti-
mant les dérivées des fonctions f; par rapport aux variables Y. Ces estimations
sont ensuite utilisées dans la formule 1.58 pour approximer les variations des
nouvelles variables.

A) Fonctions f; connues

1- On considere la matrice X suivante ou chaque objet est décrit par son
point de référence z7 :

&
—Q

8
=

x’fq
X0 = : = : o (1.61)

o ZEO

T ml mq

ouL 7%, € [z, Tg;] est une valeur de référence autour de laquelle est observée la

variation. En général, on considere z7; = 5

2- On applique la méthode de réduction de dimension a la matrice des
descriptions X°. Soit Y/°,...,Y? les nouvelles variables donnant la description
dans un espace réduit des points x{ :

Ty yhoor Ui
= : Lo (1.62)

] ]
m Ym1 0 Yner

3- Pour chaque objet et pour chaque variable Y; on détermine la variation
maximale positive AY;’ et la variation maximale négative AY;; sur Y; pour
I’objet ¢, par rapport au point nominal z7 :
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6(f5) 6(f5)
AY T = ZZEAX; + ..., +—L2AX;
i 6x; " 6X, M
ou % est la dérivée de la fonction f; par rapport a la variable X; au point
St
x? et AXy = (v — xf;). Comme la dérivée & peut étre une expression
i
positive ou négative, alors la variation maximale positive AYZ-;-r est obtenue en
. . Of; L0
choisissant z;; = Tij si 59 < 0et z;; = sl 59 > 0.

De maniere similaire, la variation négative maximale AY;> est obtenue en
of; of;
0X; 0X;

choisissant x;; = x;; si > 0 et x;; = Ty; sl < 0.

4- Les valeurs extrémes de y;; de la variable X; pour un objet 7 sont :

Yij = 5 +AYy)

Vi = v tAYy

o(f5)
0X;
variation de la variable X;.

représente la proportion de variation de la variable Y; engendrée par une

B) Fonctions f; non connues

Dans le cas ou les fonctions f; ne sont pas bien définies, on estime les déri-
vées partielles en procédant, pour chaque variable X, a deux perturbations:
une dans le sens positif et 'autre dans le sens négatif. Pour chaque perturba-
tion de la variable X;, on étudie la perturbation engendrée sur les nouvelles
variables en sortie.

a) On perturbe dans le sens positif la variable X; de « (pour les calculs
a = 10%). Soit XM la nouvelle matrice obtenue:

1 Zlf(l)l + OéAZL’H s ZElq

o
m Tyy + ATy oo ap
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ou AZEH = X1 — ZL’ZQI .

b) On applique la méthode de réduction de dimension a la nouvelle ma-
trice obtenue apres perturbation. Soit la nouvelle description des objets dans

I’espace défini par les nouvelles variables Y1(1)+, cen Y;(I)J’ :
1 T v
A N ER (1.64)
m S
o(f)

L’estimation S fé; de la dérivée partielle de la fonction f; par rapport
1 1

a la variable perturbée positivement X; est définie comme suit :

1+
i ?il(yz'j - ?JZOJ)
X+t 1)+
' ?11@21) —x3)
avec xSH =z + Az et yf;, rappelons-le, est la valeur prise par la nouvelle

variable Y (& la suite de la réduction de dimension) pour I'objet i.

c¢) De maniére similaire, on perturbe X¢ dans le sens négatif comme suit :

o o
1 ) — @Az - 1,

XOm=1 | = | (1.65)

o

R VAV

m T

ou Az = (29 — ).

d) On applique la méthode de réduction de dimension a la nouvelle matrice.
So(ig la nouvelle description des objets dans ’espace défini par les variables
vy

1 g

=~ | o (1.66)

m W
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. S(F:
L’estimation .S ,fYJ; de la dérivée partielle 6()?1)

perturbée négativement est définie comme suit :

par rapport a la variable X,

m (1H)— 0
fi i:l(yij - yij)
SX; - m (.(1)= 0
imi(zy’ — )
1)—
avec azgl) =z — aAx;.
e) On réitere les étapes a,b,c,d successivement pour les variables X, ..., X,.

f) On calcule pour chaque objet ¢ et pour chaque variable Y; la variation
maximale positive AYJ et la variation maximale négative AY;; sur Y}, par
rapport au point nominal z :

q
A)flj = ZSf]Jr(ZL’ij—ZL’Q-)

X ij
j=1 7
avec
_ : Sf,] : 0
Tij = mij sl 5S¢y < 0 au point z7 et
pE— < ]
vy = Ty siSH, >0
ij ij X7

De maniere similaire, AY;; est défini comme suit :

L f;
AY;; = Y S (wy —a)
=1
avec
Tij = Ty si ng_ < 0 au point zy et
J
Tij = Ty si S;;], > 0
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Les valeurs extremes prises par la variable Y; pour 'objet ¢ sont définies
comme suit :

yii = vy +AYy

Vi = v tAYy

1.9.2 Application de ’algorithme dans le cas d’une Acp

NAGABUSHAN [Nagabhushan97] a appliqué 1’algorithme de réduction de
dimension étendu aux intervalles dans le cas ou la méthode de réduction de
dimension est I’analyse en composantes principales. Il a introduit quelques mo-
difications dans le calcul de I'estimation des dérivées partielles.

Dans le cas de 'analyse en composantes principales, les variables Y7, ..., Y,
définissent les r premieres composantes principales. Les fonctions f;, dans le
cas de variables X; numériques centrées, sont alors:

q
YJ' = fj(Xlﬂ S 7Xq) = inlulj
=1

Or les composantes des vecteurs propres u;; ne sont connues qu’apres la
diagonalisation de la matrice de variance-covariance. On se situe alors dans le
cas ou les fonctions f; sont inconnues. On procede alors a I'estimation des dé-
rivées partielles pour ensuite approximer les intervalles de variation de chaque
objet sur les r premiers axes factoriels.

L’algorithme de ’AcP sur des données intervalles

1- Soit X° la matrice (m x ¢) donnant la description des m objets par leur
point de référence (ou par leur centre):

xXe=| : = : o (1.67)

3
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2- On applique 'analyse en composantes principales au nuage des centres
défini par la matrice X°. La description des centres dans 1’espace des r pre-

mieres composantes principales Y,°, ..., Y? est:
g Yoo Yi
Ton Ym1 " Your

3 - On perturbe positivement la variable Xj. Soit X %) la matrice obtenue
apres perturbation.

4 - On applique ’AcP aux données perturbées définies par X *+).

5 - On calcule pour chaque objet ¢ et pour chaque fonction f; 'estimation
ng;(i) de la dérivée partielle de la fonction f; par rapport a la variable X,

perturbée positivement, comme suit :

(k+)
$h.(i) = (i~ —y%) _ )
X k+ ij
" (" = 25,)
ol sgﬁ) est la proportion de la variation de la ™ coordonnée factorielle y;;

de 'objet i & la suite d'une perturbation positive de la variable X*.

6 - De maniere similaire, on perturbe la variable X; dans le sens négatif.
Soit X *#~) la matrice obtenue apres perturbation.

7 - On applique ’AcP aux données perturbées négativement définies par
X (k=)

8 - On calcule pour chaque objet i I’estimation S fg, () de la dérivée partielle

de la fonction f; par rapport a la variable X}, perturbée négativement ; soit:

(k=)
(yij - ?JZOJ) (k-)

SE (i) = = s
5 (e’ =)
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9 - On réitere les étapes de 1 a 8 successivement pour les variables Xs, ..., X,.

10 - On calcule pour chaque objet i et pour chaque variable Y} la variation
maximale positive AYJ et la variation maximale négative AY;; sur Y}, par
rapport au point nominal x{ comme suit :

f] : 0

avec

Tij = Ty sl Sff]if(l) < 0 au point z7 et

De maniere similaire, AY;7 est défini comme suit :

_ fi . 0
AYij ZS ; )(@ij — ij)

avec

Tiyj = Ty sl ngk_(z) < 0 au point ¢ et
Tij = Ty sl ngk,(i) >0

Les valeurs extrémes prises par la j™¢ composante principale Y; pour 1'ob-
jet ¢ sont définies comme suit :

Yij = y”+AY+
Vij = Yy +AY;
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1.9.3 Discussion

Résumons le principe de cet algorithme. La premiere partie consiste a ef-
fectuer une AcCP sur le nuage des centres des intervalles X°; chaque objet
est ensuite visualisé par son centre dans 1’espace factoriel. La seconde partie
consiste a estimer la variation maximale autour de chaque centre projeté dans
I’espace factoriel.

Pour ce faire, on calcule pour chaque variable X deux matrices X *+)
X&=) issues de la perturbation respectivement positive et de la perturbation
négative de la variable X*. On applique sur chacune des matrices perturbées
une ACP. On calcule ensuite deux matrices S*H)(s) et S¢7)(sh7) & m lignes
et r colonnes, ou le terme général, sff estime la proportion de la variation
de la j®™ coordonnée factorielle y;; de objet i & la suite d’une perturbation
positive de X*. Finalement, on déduit & partir des 2¢ matrices S*+) et S¢*-)
(k = 1..q), c’est-a-dire a partir des 2mrq ratios, la variation maximale autour
des centres des objets dans ’espace factoriel.

Remarquons que la premiere partie de cet algorithme correspond a l'ap-
proche de la méthode des centres, ou les axes factoriels sont définis a partir
des centres et ne tiennent pas compte de la variation exprimée par les inter-
valles. Contrairement a la méthode des centres, ’estimation de la variation
autour des centres implique dans cet algorithme des calculs assez lourds. En
effet, pour estimer la variation de tous les objets, on doit appliquer ’Acp 2¢q
fois et estimer 2mrq ratios. Tout en sachant de plus que les variations finales
estimées ne sont correctes, de par les propriétés des dérivées partielles, que
lorsque les amplitudes des intervalles de départ sont tres faibles. Or il parait
évident que, pour restituer la variation autour des centres dans 1’espace fac-
toriel, il suffit de projeter en tant qu’éléments supplémentaires I’ensemble des
sommets des hyper-rectangles puis de tracer la “couverture rectangulaire” re-
liant les sommets d'un méme objet. C’est ce qui se fait dans la méthode des
centres.

De plus, afin d’optimiser les calculs on propose les formules 1.45 et 1.46 qui
permettent de fournir les limites de variation, dans I’espace factoriel, autour de
chaque centre sans avoir a calculer les coordonnées factorielles de 1’ensemble
des sommets. Ce qui réduit considérablement les temps de calcul.
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1.10 Une méthode symbolique de génération
de classes d’hyper-rectangles

Afin d’introduire cette méthode, rappelons le formalisme de base de 1’ana-
lyse des données symboliques :

E : ’ensemble des individus ,
D : I’ensemble des descriptions ,

X : une application de £ dans D, qui associe a chaque individu de
E sa description. Soit :

X: EF —7D
e — X(e)

R : une relation entre deux descriptions. Si d € D et d’ € D sont en
relation par R, on note dRd'. Plus généralement, on peut considérer que R est
une relation “floue” autrement dit que d et d’ peuvent étre plus au moins en
relation. On note [d'Rd] le degré de relation liant d a d'. En analyse des don-
nées symbolique, R joue le role d’opérateur de comparaison ou d’appariement
entre descriptions comme =, <, >, C, etc. Le résultat de cette comparaison est
a valeur dans L. L’ensemble L est défini soit par {0, 1} soit par 'intervalle [0, 1].

A une application de F dans L qui associe a un individu e € F un
degré d’adéquation entre sa description et une description d € D. A est aussi
dite fonction de reconnaissance. Soit :

A: F — L
e — [X(e) R d]

Un objet symbolique est défini par la donnée du triplet (A, R, d). Selon
la nature de L on peut définir deux types d’objets symboliques:

- Les objets symboliques booléens c’est le cas ou ’ensemble L est égal a

[0,1}.
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- Les objets symboliques modauz c’est le cas ou ’ensemble L est égal a
[0, 1].

Une assertion booléenne est un cas particulier d’objet symbolique, ou
chaque individu e de E possede p descriptions par rapport aux p variables
X1,...,X,; I'espace des descriptions D est donné par Dy, ..., D,. R est défini
a laide d'un vecteur de relations (Ry,...,R,) par d Rd = A=y p[d; R d;]
ou le A est la conjonction logique, autrement dit, qui prend la valeur 1 si
[diRd;] =1 Vi = 1.pet 0 sinon. La fonction de reconnaissance est une
application A de E dans {0, 1}:

ou d;, 1 <1 < p, est une partie de D;. Remarquons que la donnée de cette

égalité (A) permet de définir sans ambiguité I’'objet symbolique s = (A, R, d).

L’union symbolique & aussi appelé jonction [Ichino et al.94] est un
opérateur permettant de généraliser deux descriptions.

®: ExE —7D
(eie5) — X(e) © X(ej) = (Xa(e)) U Xu(ej), ..., Xu(ei) U Xp(e;))
ou U est un opérateur d’union (qui est en général une t-conorme) associé
au descripteur Dy.

St Xy est qualitative, alors U est I'opérateur d'union ensembliste.

St Xy, est quantitative, soit Xy(e;) = diy, = [k, Tar) et Xi(e;) = djp =
Tk, T;r|, alors U est défini comme suit :
jky Tj

dixUdjy = {dir,d;i}, sidi et dj; sont des intervalles disjoints

= [minra 25), maz(za, 7)) sinon

Génération de classes d’hyper-rectangles dans 1’espace
factoriel

On note X 'application de £ dans D qui associe a chaque hyper-rectangle
H; € E sa description, soit :
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X: E — (X[ x...xX])
H, — X(H;) = (X\(H,),...,X,(H))

On associe a 'hyper-rectangle H; l'objet symbolique S; défini par le triplet
(A, C, X (H;)). Soit F étant Pespace factoriel des ¢ premieres composantes
principales (PCy,...,PC,) (¢ < p) et PC] étant I'ensemble des intervalles
associés a la k™ composante principale PC). On note PC ’application de E
dans F qui associe a chaque hyper-rectangle H; sa description factorielle, soit :

PC: E — (PC{x...xPCl)

Cette méthode simple de génération des classes d’hyper-rectangles est fon-
dée sur I'union symbolique. Soit P(E) l’ensemble des parties de E et H €
P(E) un ensemble d’hyper-rectangles & généraliser. La description de la classe
H dans 'espace factoriel des ¢ premieres composantes principales est :

PC: P(E) — PC{x...xPC!
= (PC\(H),..., PC,(H))

L’objet symbolique associé a la classe d’hyper-rectangles H est défini par
le triplet (A, C, PC(H)).

Extension de ’objet symbolique H

Dans le cas booléen, ’extension de la classe d’hyper-rectangles H est définie
comme suit :

Ext(H) = {H, € E | A(H,) = AL_,|[PC(H,) C PCi(H)| =1}
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Dans le cas modal, 'extension de H est alors,

Ewt(H) = {Hy € E | A(H,) = Ny [PCi(Hy) C; PC(H)] > a}

o C¢ est une fonction d’inclusion floue [Grabisch et al.95] et 0 < o < 1.
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Résumé du chapitre

Utilisée pour le traitement des questionnaires et [’exploitation des enquétes, [’ana-
lyse des correspondances multiples constitue [’essentiel du succes de ['analyse des
correspondances aupres des praticiens. A défaut de méthodes pouvant analyser des
données complexes, les questionnaires sont souvent concus de telles facon que les
sujets sont contraints de répondre par une seule valeur pour chaque question.

Nous nous intéressons dans ce travail a des types de données complexes naturel-
lement rencontrés dans les données d’enquéte : les intervalles.

On propose trois techniques de codage des variables de type intervalle: le codage
croisé, le codage par sommets et le codage sans décomposition. Les deur premieres
techniques se fondent sur la décomposition des variables intervalles en variables nu-
METIGUES.

La derniere technique se fonde sur l’extension d’outils de codage des variables
numériques a des données intervalles. Pour cela, on s’intéresse, dans une premiere
partie, a [’extension des techniques classiques de découpage a des variables de type in-
tervalle. Dans une deuxiéeme partie, on s’intéresse aux fonctions d’appartenance qui
mesurent le degré d’appartenance d’un intervalle a une classe d’intervalles. Apreés
I’é¢tude des mesures de distance et de dissimilarité entre les intervalles et la défi-
nition des propriétés que doit vérifier une fonction d’appartenance associée a une
classe d’intervalles, on propose une fonction d’appartenance fondée sur la distance
de MOORE.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre intérét porte sur une autre méthode tout aussi im-
portante en analyse factorielle : ’analyse des correspondances multiples (AcM).

L’AcM classique permet d’étudier la structure d’'une population d’objets
décrits par des variables qualitatives et /ou quantitatives. L’AcM est bien adap-
tée au traitement des questionnaires, a l’exploitation des enquétes lorsque
toutes les variables sont qualitatives ou que l'on a transformé les variables
quantitatives en variables qualitatives ordinales.

Deux problématiques sont toujours plus ou moins explicitement présentes
dans les objectifs d’une analyse des correspondances multiples.

D’une part, il y a la problématique d’'une AcP dont le but est de chercher
une typologie des individus ainsi qu’une typologie des variables. D’autre part,
il y a la problématique d'une analyse des correspondances dont le but est de
chercher une typologie des modalités en étudiant la liaison entre toutes les va-
riables. Les trois typologies individus, variables et modalités sont ensuite mises
en correspondance.

2.1.1 Le codage des données en ACM

La premiere étape en ACM consiste a transformer, a l'aide de codages
appropriés, les variables quantitatives et qualitatives en des variables binaires
ou floues. Une variable X est définie comme une fonction de I'ensemble €2 des
objets a valeurs dans le domaine Oy :

X:Q — OX
w — X(w)
ol X (w) est la valeur de la variable X prise par 'objet w. Le codage de la

variable X par la variable X’ de domaine Oy définit une fonction de Q a
valeurs dans Ox: :

XI:Q — Oxr
w — X'(w)
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X' est aussi la composée de la fonction X et d’une application ¢ définie sur
Ox a valeurs dans Oy :

X c
X' Q — OX — OXr
w — Xw) — X (w))=coX(w)=X"(w)

Le codage d’une variable X en une variable X' en ACM peut étre décom-
posé en deux étapes successives:

- le découpage du domaine O(X) de la variable X en classes;
- le calcul du degré d’appartenance des objets aux classes définies précé-
demment.

Codage disjonctif d’une variable quantitative

1. Découpage du domaine de la variable

On distingue trois principales techniques de découpage du domaine d’une
variable quantitative en classes:

- découpage en classes d’amplitudes égales;
- découpage en classes d’effectifs égaux;
- découpage en classes minimisant 'inertie.

a) Découpage en classes d’amplitudes égales

Le découpage du domaine Ox d’une variable X en k classes C,...,C}
d’amplitudes égales est essentiellement utilisé dans le cas d'une distribution
uniformément répartie sur Ox, les classes obtenues sont de densités relative-
ment équivalentes.

Dans le cas d’une distribution non uniforme, le découpage en classes d’am-
plitudes égales risque de construire des classes de densité tres faibles ou vides.
Dans ce cas sont utilisés d’autres types de découpage, tel que le le découpage
en classes d’effectifs égaux, par histogramme, ou encore par minimisation de
I’inertie.
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b) Découpage en classes d’effectifs égauz

La premiere étape consiste a discrétiser le domaine Ox en p intervalles
I,...,I, avec Ij = [a;_1,a;[. On note nj le nombre de valeurs de la variable
X appartenant a Uintervalle I;. Soit F' la fonction de répartition définie aux
bornes a; avec F'(a;) la fréquence cumulée au point a;.

On note C, ..., Cy avec C; = [¢, G, les classes d’effectifs égaux a définir.

Connaissant la fréquence cumulée =~ au point ¢;, il s’agit de déterminer la valeur

¢; pour j = 1,..,m — 1. L’intervalle de variation I, = [a,_1, a,[ contenant la
valeur ¢; vérifie:

F(arfl) S % S F(ar)

La valeur ¢; est obtenue par interpolation comme suit :

. = (% — F(GT—I))(GT - a/r—l)
’ F(a,) — F(a, 1)
Le critere de découpage a effectifs égaux ne tient compte, lors de la construc-

tion des classes, que des effectifs dans les classes et non de la proximité des
valeurs.

+ ar—1

c¢) Découpage par minimisation de l'inertie

Soit Py (Ox) ensemble des partitions a k classes défini sur Ox. Soit W un
critere de mesure de la qualité d’une partition, il définit une application
sur Pr(Ox) & valeurs dans R* :

W Pk(OX) — Rt
pi — W(pz)

On utilise souvent l'inertie d’une partition comme mesure de qualité. On
définit Z(p) 'inertie d’une partition p comme la somme des inerties des classes
qui la composent. Soit p = (C4,...,C)) une partition de Ox en k classes,
I'inertie de cette partition est ainsi calculée:

I(p) = ; card(C;)Z(C;) = ; card(C;) (Ewezc;c(l)igjzl(—c))(zh)
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ol

¥ — ZWECi X(w)
card(C5)

Une partition px € Px(Ox) est dite optimale au sens d’un critere W si et
seulement, si:

Vp € P,(Ox) W(px) < W(p)

Pour définir une telle partition on peut utiliser ’algorithme de FISHER
[Fisher58] qui fournit une partition optimale sur un ensemble V' doté d’une
structure d’ordre total et d’'une mesure de ressemblance ou de dissemblance
entre ses éléments.

2. Fonctions d’appartenance aux classes
Soit C1,...,Cy les k classes issues du découpage du domaine O(X) de la

variable X. On associe a chaque classe C; une fonction d’appartenance ¢;, dite
aussi fonction caractéristique a valeur dans {0, 1}, définie comme suit :

pj: Ox — {0,1}
X(w) — ¢j(X(w)) :_losi.X(w) e C;

Le codage disjonctif ¢ de la variable X en k& modalités est :

c: Ox — {0,1}*
X(w) = (X (@), .., oe(X(w)))

Les fonctions ¢; vérifient la propriété suivante :

Vw € Q@ YF 0i(X(w) =1 (2.1)
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Codage disjonctif d’une variable qualitative

Le découpage du domaine d’une variable qualitative en classes (modali-
tés) peut étre défini par un algorithme de classification ou par un expert. Soit
Ci,...,C% les k classes. A chaque classe C; est associée une fonction caracté-
ristique ¢;, indiquant la présence ou ’absence de la modalité prise par I'objet
w dans la classe C}.

Remarquons que dans le cas ol toutes les classes sont des singletons, chaque
classe C; identifie la modalité j de la variable, et la fonction ¢; est la fonction
caractéristique de la modalités j de la variable X. Les fonctions ¢; vérifient
également la propriété 2.1.

2.1.2 L’AcM™ sous codage disjonctif

Soit 1" le tableau issu du codage disjonctif des variables qualitatives et
quantitatives. Il donne la description des m objets par p variables binaires

Xi,..., X, arespectivement ¢y, ... modalités:
) ) “3p ) ) 1P
X, X,
i... 1 p .. P
1 ”}1 "qu ”}1 M,
1 ¥
T = | n 1551 L1y lip
1 .. a1 e | L .. q
tml tml tmp tngp

ol tfj € {0, 1} peut étre interprété comme la probabilité pour l'individu i de
prendre la modalité £ de la variable Xj;.

4
k - . .
kz_:ltij =1 Vie {l.m} Vje{l.p}
g; : estle nombre de modalités de la variable X ;

p
q= Z ¢; : le nombre des modalités toute variable confondue.
j=1
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Les marges en lignes du tableau disjonctif complet sont constantes et égales
au nombre de variables p:

p qk
ti= Y.t = p
j=1 k=1

Les marges en colonnes correspondant au nombre d’objets caractériés par
la modalité &k de la variable j:

k = k
th = ;tij

Inertie prise en compte

1 X
Les objets sont tous dotés d’un poids identique égal a p; = —. La k"¢
m

k

tk

modalité mf de la variable j est de poids pf = —L_ La distance entre la
pm

modalité mf et le centre de gravité du nuage GG, dont toutes les m coordonnées

valent —, s’écrit :
m

) ks tf 1 2 m
G.6) = w3 (L) =
=1 -J

m g

La distance d’une modalité au centre de gravité est d’autant plus grande
que D'effectif est plus faible.

Inertie d’une modalité

L’inertie I(mf) de la modalité m} vaut :

Hmb) = o (,G) = (1 -

J

La contribution d’une modalité a 'inertie totale est d’autant plus grande
que 'effectif (le poids) dans cette modalité est plus faible.
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Inertie d’une variable

L’inertie I(X;) de la variable X, vaut:

4;

(X)) = Y I(mh) = }9@- 1)

k=1

La part d’inertie due a une variable est proportionnelle au nombre de ses
modalités.

Inertie totale

On en déduit 'inertie totale I:

Ainsi, l'inertie totale dépend uniquement du nombre de variables et de mo-
dalités et non des liaisons entre les variables.

2.1.3 Le codage flou

Le codage disjonctif est un codage en classes (en modalités) bien séparées
fournissant des résultats clairs et facilement interprétables. Il est bien adapté
aux analyses non-linéaires puisqu’il permet de décrire des rapports non li-
néaires entre les variables.

Cependant on distingue plusieurs limites au codage disjonctif. D'une part,
il y a une perte d’information quand une valeur d’'une variable est codée par
son appartenance ou pas a un intervalle donné. D’autre part, ce codage est
irréversible, dans le sens ou on ne peut pas reconstituer les données d’origines
a partir des données codées en disjonctif. La plus importante limite du codage
disjonctif réside dans sa discontinuité: il y a création d’une distance artificielle
entre deux valeurs tres proches mais appartenant a deux intervalles contigus.
Pour remédier a cela on a eu recours au codage flou.
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Le codage flou a suscité de nombreux travaux. Le codage fonctionnel par
morceaux remonte aux travaux de BORDET [Bordet73] en 1973. GUITONNEAU
et ROUuX [Guitonneau et al.77] présentent une application d’un codage trapé-
zoidal et comparent le résultat avec celui d’une analyse en composantes princi-
pales pondérée, GHERMANI, ROUX et ROUX [Ghermani et al.77] proposent et
appliquent des codages flous sous des considérations empiriques. LAFAYE DE
MICHEAUX [Lafayedemicheaux78] est le premier & avoir établi le lien entre les
codages linéaires par morceaux et les travaux théoriques sur l'approximation
des analyses continues non-linéaires. MARTIN [Martin80] établit un parallele
entre certaines formes de codages flous et les méthodes d’estimation de la den-
sité (lissage d’histogramme). LE FoLL [Lefoll79] étend le codage flou a des
graphes non-hiérarchiques, aux mesures de proximités et au codage polyno-
mial.

En analyse des correspondances multiples, les travaux sur les codages flous
remonte & GALLEGO [Gallego82]. On note également ceux de CAZEs [Cazes90]
et de RIJCKEVORSEL [Rijckevorsel88] [Rijckevorsel87].

Pour pallier a la discontinuité introduite par le codage disjonctif en AcM
GALLEGO propose un codage progressif d’'une modalité a ’autre conservant
des résultats clairs et une interprétation lisible en AcM. Il propose le codage
semi-linéaire, ou les modalités sont caractérisées par des fonctions d’apparte-
nance valant 1 aux points de référence et décroissant linéairement d’un coté et
de P'autre.

2.1.4 L’AcM™ sous codage flou

Soit T le tableau issu du codage flou et/ou disjonctif des variables quanti-
tatives et/ou qualitatives. Il donne la description des m objets par p variables

Xi,..., X, arespectivement ¢y, ... modalités:
) ) “3p ) ) 1P
X, X,
i... 1 p .. P
[ T, m M,
1 ¥
T = C Lt 1 tip tp
i 71 i
o |t ] s,
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ou 0 < tfj < 1 peut étre interprété comme la probabilité pour l'individu ¢ de
prendre la modalité £ de la variable X;. On note,

a
ko . .
];tij =1 Vie{l.m} Vje{l.p}
g; : estlenombre de modalités de la variable Xj;

/4
q= Z ¢; : le nombre des modalités toute variable confondue.
7j=1

Dans le cas particulier ol toutes les valeurs tfj prises par la variable X;
sont égales a 0 ou a 1, la variable X; est dite binaire. Dans le cas contraire elle
est dite floue.

Inertie prise en compte

L’inertie totale, les contributions des variables et des modalités a cette
inertie demeurent toujours plus faibles dans le cas d’un codage flou que celles
obtenues dans le cas d’un codage disjonctif. Considérons I’expression suivante
de l'inertie d’une modalité :

, mo ek 1\’
o) = of .6 = m Y (5 - )
1=1 -J

()

Dans le cas disjonctif, comme tfj est égal a 0 ou a 1, alors (tfj)2 = ti;;
m
Iexpression précédente se simplifie et on obtient (mf) = 1.
g
Dans le cas d’'un codage flou, comme 0 < #}; < 1 alors (t};)* < t;; par
conséquent, 'inertie d’une modalité est toujours inférieure ou égale a celle

obtenue dans le cas disjonctif:

mo(th)? m otk
I(mY) = mizfl(”) —1§mLZ’1 Vo1=20
k)2 F)2 F
(t3) (£5) £



86 Chapitre 2. Codage flou des variables intervalles en vue d’une ACM

Ainsi, U'inertie totale (égale a la somme des inerties des modalités toute va-
riable confondue) obtenue dans le cas d’un codage flou est toujours inférieure
ou égale a celle obtenue dans le cas d'un codage disjonctif.

2.1.5 Positionnement du travail

Dans la méme problématique que celle du chapitre 1, 'objectif du présent
travail est d’étendre ’AcM a des tableaux de données impliquant des variables
hétérogenes de type qualitative, quantitative et intervalle. Pour ce faire, on
propose de nouvelles techniques de codage flou de variables de type intervalle.
On aborde le codage flou d’une variable intervalle en deux parties: d’abord,
le découpage de la variable en classes, ensuite la définition des fonctions d’ap-
partenance associées aux classes.

Outre les problemes classiques du découpage d’une variable continue en
classes (nombre de classes, choix des bornes des classes, construction de classes
non creuses, etc.), on souléve dans le cas des variables intervalles deux questions
fondamentales. La premiere porte sur le choix de l'interprétation a associer
aux classes: une classe peut représenter, comme dans le cas numérique, une
région de valeurs (basses, moyennes ou hautes), elle peut désigner un ensemble
d’intervalles satisfaisant certaines propriétés (classe d’'intervalles de faibles am-
plitudes et situés dans des régions de faibles valeurs, des intervalles de grandes
amplitudes situés dans des régions de faibles ou moyennes valeurs ... ), etc. La
deuxieme question porte sur la définition d’'un découpage conservant l'inter-
prétation choisie.

Apres le découpage de la variable intervalle en classes, il s’agit de définir
les fonctions d’appartenance permettant de mesurer le degré d’appartenance
des intervalles observés aux classes. La notion d’appartenance est tres liée a
la sémantique de la classe. Par exemple, dans le cas ol une classe désigne une
région de valeurs, 'appartenance d’un intervalle a cette classe (elle méme un
intervalle) revient & une mesure de distance ou de similarité entre intervalles.
Il existe un grand nombre de mesures de distance (similarité) définies entre les
intervalles, mais il est nécessaire que celles-ci fournissent des résultats perti-
nents et interprétables en AcM. Ces réflexions autour de la sémantique d’une
classe, le découpage et la définition des fonctions d’appartenance, nous ont
mené a proposer trois techniques de codage flou d’une variable intervalle.
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Le principe des deux premieres techniques, dites Codage croisé et Co-
dage par sommets, est la transformation de la variable intervalle en variables
numeériques. Les variables numériques obtenues sont ensuite codées en utilisant
les techniques classiques de codage. Finalement, on reconstitue le codage de
chaque variable intervalle a partir du codage des variables numériques qui la
composent.

Le codage croisé décompose chaque variable intervalle en deux variables
numériques. Le codage fl), des codages flous des deux variables numériques qui
la composent. Le codage croisé fournit un codage de tendance centrale tenant
compte de I'information de variation exprimée par les données intervalles. La
variation intrinseque a chaque objet n’est pas visualisée, dans les plans facto-
riels, elle est prise en compte lors du codage de ’objet.

Le codage par sommets utilise une décomposition verticale portant sur
les objets. Chaque ligne donnant la description d'un objet par au moins une
variable de type intervalle est décomposée en un ensemble de lignes donnant
la description des sommets associés a ’objet en question. Le codage de 1’ob-
jet est déduit a partir des codages de ses sommets. Le codage par sommets
fournit une information sur la variation intrinseque a chaque objet. Il permet,
contrairement au codage croisé, la visualisation de la variation dans les plans
factoriels.

Dans la troisieme technique de codage dit sans décomposition, plutot
que de transformer les variables intervalles en variables numériques, on pro-
pose d’étendre les outils classiques de codage a des variables de type intervalle.
Pour le découpage en classe, on propose une généralisation de la notion d’his-
togramme et de fonction de répartition a des distributions d’intervalles.
Apres la définition des propriétés que doit vérifier une fonction d’appartenance
(évolution de I'appartenance en fonction de Iamplitude, de la position, etc.)
on propose une fonction basée sur la distance de MOORE.
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2.2 Codage croisé d’une variable de type in-
tervalle

Le codage croisé d’une variable intervalle consiste a la décomposer en deux
variables numériques (décomposition horizontale) définies par 1'ensemble des
bornes inférieures et 1’ensemble des bornes supérieures des intervalles obser-
vés. Les deux variables numériques sont ensuite codées a 1’aide d’une technique
de codage appropriée: le domaine de chaque variable numérique est découpé
en classes et a chaque classe est associée une fonction d’appartenance.

Le découpage du domaine d’'une variable intervalle en classes est obtenu
par le croisement des classes issues du découpage des domaines de chacune
des variables numériques. De maniere similaire, les fonctions d’appartenance
associées aux classes de la variable intervalle sont définies par le croisement
des fonctions d’appartenance associées aux classes issues du découpage des va-
riables numériques.

Nous détaillons dans ce qui suit chacune de ces étapes, nous présentons
ensuite quelques cas particuliers de codage croisé: le codage binaire croisé et
le codage semi-linéaire croisé. Enfin, nous illustrons la technique du codage
croisé a ’aide d’un exemple.

2.2.1 Décomposition de la variable intervalle

Soit X une variable de type intervalle observée sur m objets et [z;,T;]
I'intervalle observé pour I'objet S;. On note [Zymin, Tmaz| le domaine de variation
de la variable X ou les bornes z,,;, €t T;qe sont définies comme suit :

Toin = Iin x;
(i=1..m) —

Tmax = max T;
(i=1..m)

La premiere étape du codage consiste a décomposer la variable X en deux
variables X,,in, Xnae définies comme suit :

Xoin = {@ [/ i=1.m}
Xnaz = {7/ i=1.m}
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Soit la description des objets apres la décomposition de la variable X :

X
sz'n Xmax
S1 T1 Ty
Sm Tm Tm

TAB. 2.1: Description des objets S; apres décomposition

Une représentation possible des intervalles pris par une variable X de type
intervalle de visualiser chaque intervalle [z;,7;], dans le plan défini par les
deux variables X,,;, et X, par un point de coordonnées z; et 7;. Sachant
que z < 7, alors tout intervalle [z, T] est représenté par un point de coordonnée
(x,7) situé dans le demi-plan supérieur (P;).

Xnax (P1)
[xi xi]
xi '
(P2)
X1 Xnin

F1G. 2.1: Représentation ponctuelle d’un intervalle

2.2.2 Découpage d’une variable intervalle

On note {C4,...,Cy,...} et {C1,...,C,...}, respectivement, les k., et les
kmaez Classes issues du découpage classique des variables X,in et Ximez. On
définit la classe Cy; de la variable X issue du croisement des classes C; et C,
comme ’ensemble des intervalles [z;,7;] tel que:
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r, €C, et T, €C

Un croisement entre une classe C, et une classe C; est dit valide s’il existe
au moins une valeur de la classe C, inférieure & au moins une valeur de la
classe ). Dans le cas ol kyin = 2 et kpmes = 2, le découpage de la variable X
est illustré par la figure suivante:

Xmax
2 C12 Cc22
(-+) ++)
— c1 c21
C1
77777777 --) +-)
1 :I |
Xmin
C1 C2

Les classes C) = [a1, @] et Cy = [ag, @3] (resp. C) = [by, by] et Cy = [by, bo))
découpent le domaine de la variable X,,;,, X,.: en deux régions, 'une de
faibles valeurs et ’autre de fortes valeurs. Les classes (modalités) C}; découpent
le domaine de la variable X non seulement selon le positionnement des inter-
valles (valeurs faibles, fortes ...) mais également selon leur amplitudes. Dans
le cas d’'un découpage en quatre classes valides les interprétations associées aux
modalités de la variable X sont:

Modalités Domaine de variation Amplitude
des intervalles des intervalles

11 la1, b1 [ma(0, (by — @1)), mawz(0, (b — a1))]
a1 laz. b1] [maz(0, (by — @2)), maz(0, (b1 — a2))]
Cr2 a1, b2) [maw(0, (by — a1)), maz(0, (bs — a1))]
2 laz, b2 [maz(0, (bz — @2)), maz(0, (bs — a2))]

Alinsi, si un objet est situé dans le plan factoriel proche, par exemple, de la
modalité 'y, alors, d'une part, 'intervalle pris par cet objet pour la variable
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X varie dans la région des fortes valeurs [ay, by], d’autre part, son amplitude
est faible et varie dans [maz(0, (by — @z)), max(0, (by — as))]. En revanche, un
objet situé proche de la classe C5 présente une grande variation sur tout le
domaine [a;, by] et caractérisé, par conséquent, par une large amplitude variant
dans [maz(0, (by — a@7)), max(0, (b — ay))].

Un autre type de représentation consiste a projeter ’ensemble des inter-
valles pris par la variable X sur un axe; le découpage des variables X,,;, et
Xoae €n 2 classes chacune est représenté comme suit :

Cl12

F1G. 2.2: Les classes d’intervalles issues du découpage croisé

2.2.3 Fonctions d’appartenance associées aux classes d’in-
tervalles

On note f¢, la fonction d’appartenance associée a la classe C)., définie dans
R a valeur dans [0, 1], et qui associe a chaque valeur son degré d’appartenance
a la classe C; ; soit :

z = fo,(2)

Les fonctions f¢, vérifient pour toutes les bornes inférieures z; de X,,;, la
relation suivante:
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kmin

r=1

De maniere similaire, on note f= la fonction d’appartenance f= associée a
) Cl Cl

la classe Cj, définie sur R a valeur dans [0, 1], qui associe & chaque valeur son
degré d’appartenance a la classe Cj; soit :

r = fe(v)

Les fonctions fa vérifient pour toutes les bornes supérieures 7; de X,,.. la
relation suivante:

kmam

VT € Xoar ) fer(@) = 1 (2.3)

=1

Dans le cas des fonctions semi-linéaires floues, la représentation des fonc-
tions d’appartenance associées aux classes C, et () définies en 2.2 est donnée
par la figure suivante:

Fic. 2.3:
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Connaissant les fonctions d’appartenance fo, et fa des variables X, et
Xz il s’agit de définir les fonctions d’appartenance de la variable X produit
cartésien de X,,;, et de X,,... Rappelant que la classe C,; est définie par
le croisement des classes C, et (7, on définit fc , la fonction d’appartenance
associée a la classe C,; comme suit:

fe,: X — [0,1]

@) — foullem) = ol 2) fa@)

Ysper tnorme(fe, (2), [7(T))

ou rappelons-le, s € [1..kpinl], t € [1..kpae] désignent les indices des classes
issues du découpage des variables X,,;, et X, . et E désigne I'ensemble des

couples (s,t) d’indices définissant les croisements valides entre les classes Cj et
C.

La norme triangulaire [Schweitzer et al.61] est un opérateur d’intersection
défini de [0,1] x [0, 1] & valeur dans [0, 1] et vérifiant les propriétés suivantes :

1. T(x, y)= T(y,x) ( commutativité)
2. T(x, T(y,2)) = T (T(x,y) , z) (associativité)
(x,y) < T(z,t) si x < z et y <t (monotonie)
(

x,1) = x (élément neutre 1)

La fonction d’appartenance dans le cas d’une tnorme de Zadeh
fe,, X —[0,1]

@7 — foul@m) = el Ia()

Yspee min(fe,(z), f7(T))
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La fonction d’appartenance dans le cas d’une tnorme probabiliste

fo, X —[0,1]
z,7] — fe(lz,7]) = fo.(2).f5()

La fonction d’appartenance dans le cas d’une tnorme Lukasiewicz
fo, : X —[0,1]

@7) = feullem) = el 2 fa ~ L0

Ysper max(fo,(z) + f&() — 1,0)

2.2.4 Quelques cas particuliers de codage croisé

Considérons dans ce qui suit comme opérateur d’intersection la tnorme
probabiliste.

Le codage binaire croisé

Le codage binaire croisé est un codage croisé dont les fonctions d’appar-
tenance associées aux classes sont des fonctions binaires. Supposant le codage
binaire d’une variable X de type intervalle en quatre modalités correspondant
a un découpage des classes X et X0, en deux classes chacune (régions de
faibles et de fortes valeurs).

Les fonctions d’appartenance fc,, fa associées, respectivement, aux classes
C,, C) sont représentées dans la figure 2.4 et définies comme suit :

fo, + Xmin — {0,1}
r = fo@)=1 si ze€C

= stnon

fa Xmae — {0,1}
— fa@) =1 s Te(

=0 sinon

&
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Xmax
fci i Cc12 C22
2 3 C, -+ ++)
I [xTx]
~ ~ 3Cll C21
fc ¢ |
! N e | e
e e
[ ; : Xmin
1 ¥ e
| 1 1
! 1 1
; | |
! | |
! 1 )
1 f L
fey e
Fic. 2.4:

La définition des fonctions d’appartenance f¢, associées aux classes est:

fc, : X —={0,1}
2,7 — fe,([z,7]) = fo,(2).f5(@) =1 si z€C, et TEC

=0 sinon

Le codage semi-linéaire croisé

Le codage semi-linéaire croisé d’une variable de type intervalle est un co-
dage croisé dont les fonctions d’appartenance fc, et [z sont des fonctions
semi-linéaires (figure 2.5). Considérons le découpage précédent des variables
Xomin €t Ximaz. On note ¢ le centre de la classe C; et ¢ le centre de la classe
C;. Les fonctions semi-linéaires fc. et fa sont représentées dans la figure 2.5
et définies comme suit :

for  Xmin — [0,1]

r = Jo(@) = st zeld, ¢
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L —C c
T—  fo(z)=——=siz €],
G4
= 1siz>c
= 0 si z<cf
Xmax

C22
++)

c21
(+ )

: iy : .
- vy | [P . Xmin

Fic. 2.5:

On définit de méme les fonctions d’appartenance f& et fa:

fer t Xomae —[0,1]

L _B-T
S S EAG
=1si7<¢§

=0 s T>c§

fe + Xoae — [0,1]

T — fCQ(T):_C —CS1I € [05762]
C; — O

= 1 si T>c§

= 0sizT<c§
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En considérant la tnorme probabiliste, la fonction semi-linéaire floue asso-
ciée, par exemple, a la classe Cy; est alors définie comme suit :

an : X - [07 1]
z,7] — fou(lz,7]) = fo(2) f5(@)

2.2.5 Exemple

Considérons la variable X donnant la description de la hauteur au garrot
de 13 races de chiens:

Races de Chiens | Hauteur-Garrot
Caniche 20,35
Chihuahua 16,20
Pékinois 20,25
Basset 26,40
Pointer 60,65
Setter 53,62
Labrador 54,62
Lévrier 55,76
Mastiff 75
Ber-Allema 58,65
Dog-Allema 76,80
Doberman 68,70
Saint-bern 70
TAB. 2.2:

Représentation d’une distribution d’intervalles

Une premiere technique de visualisation (2.6) consiste a visualiser les inter-
valles observés dans un plan. La premiere dimension correspond a la variable
X elle-méme, elle permet de visualiser le positionnement des intervalles les uns
par rapport aux autres. La deuxiéme dimension correspond a ’amplitude de
variation des intervalles.
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Représentation des intervalles observés
251

201

=
T

3
T

Amplitude de la variation en cm

Pek Poi
chi Dog

_Dob

. . . . Ste Mas, .

. . )
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Hauteur-garrot de 13 races de chiens en cm

Fic. 2.6:

Dans ce type de représentation, plus un intervalle est proche du premier
axe, moins son amplitude est élevée; au contraire plus un intervalle est loin
du premier axe, plus son amplitude est importante. Les intervalles triviaux
(x = T) sont représentés par des points situés sur le premier axe.

Un deuxieme type de visualisation de la distribution des observations de
type intervalle consiste a représenter I’ensemble des intervalles dans un plan
défini par les variables X,,,;, et X, ... Chaque intervalle est alors représenté par
un point situé dans le demi-plan supérieur. Ce type de représentation permet,
essentiellement, de visualiser les classes d’intervalles issues du codage croisé.

Représentation ponctuelle des intervalles observés
100
90
80 Do

Lev s

01 Deptbe
Ber Poi

G0l Setab

501

Xmax

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Xmin

Fic. 2.7:



2.2. Codage croisé d’une variable de type intervalle 99

On distingue clairement deux principaux groupements d’intervalles.

La décomposition de la variable X

Soit X,,in et X,uee les deux variables issues de la décomposition horizontale
de la variable Hauteur-garrot. Avant le découpage des variables X,;n, et Xas,

étudions la distribution de ces variables. Pour cela on peut observer séparé-
ment les histogrammes des fréquences (voir 2.8) des variables X,;, et X0

Histogramme des fréquences de la variable Xmin Histogramme des fréquences de la variable Xmax

Fréquence
ro
&

T
Fréquence
~
;

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Xmin Xmax

Fic. 2.8:

Les histogrammes montrent un découpage naturel de chaque variable en
deux classes de valeurs (valeurs faibles, valeurs fortes).

Le codage linéaire croisé de la variable Hauteur-garrot
On propose dans cet exemple d’utiliser pour le codage des variables numé-

riques X,,in et X;az un codage linéaire en deux classes. On définit les fonctions
d’appartenance feo, et feo, associées a la variable X,,;, comme suit:

76 —x
fel(@) = 616
fo(z) = z— 16

76 — 16
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De méme on définit les fonctions d’appartenance associées aux deux classes
de la variable X,,,, comme suit:

_ 80 —w
fer?) = 5—a
_ T — 20
fe) = 5w

Le codage linéaire en deux classes (modalités) de chacune des variables nu-
meériques X, et X,,q. est alors:

Races de Chiens Xmin Xmaz

C1 Ca [en Cy

- + - +
Caniche 0.9333 | 0.0667 | 0.7500 | 0.2500

Chihuahua 1.0000 0 1.0000 0
Pékinois 0.9333 | 0.0667 | 0.9167 | 0.0833
Basset 0.8333 | 0.1667 | 0.6667 | 0.3333
Pointer 0.2667 | 0.7333 | 0.2500 | 0.7500
Setter 0.3833 | 0.6167 | 0.3000 | 0.7000
Labrador 0.3667 | 0.6333 | 0.3000 | 0.7000
Lévrier 0.3500 | 0.6500 | 0.0667 | 0.9333
Mastiff 0.0167 | 0.9833 | 0.0833 | 0.9167
Ber-allema 0.3000 | 0.7000 | 0.2500 | 0.7500
Dog-allema 0 1.0000 0 1.0000
Doberman 0.1333 | 0.8667 | 0.1667 | 0.8333
Saint-bern 0.1000 | 0.9000 | 0.1667 | 0.8333

TaB. 2.3: Codage linéaire des variables X,,;n et X ez

En utilisant, par exemple, la tnorme probabiliste, le codage linéaire croisé
de la variable X en quatre classes (quatre modalités) est alors:
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Races de Chiens Hauteur-Garrot

C11 Co1 Ci2 Cao

- - + - -+ + +
Caniche 0.70 0.05 0.2333 | 0.0167

Chihuahua 1.00 0 0 0

Pékinois 0.8556 | 0.0611 | 0.0778 | 0.0056
Basset 0.5556 | 0.1111 | 0.2778 | 0.0556
Pointer 0.0667 | 0.1833 0.20 0.5500
Setter 0.1150 | 0.1850 | 0.2683 | 0.4317
Labrador 0.11 0.19 0.2567 | 0.4433
Lévrier 0.0233 | 0.0433 | 0.3367 | 0.6067
Mastiff 0.0014 | 0.0819 | 0.0153 | 0.9014
Ber-allema 0.0750 | 0.1750 | 0.2250 | 0.5250
Dog-allema 0 0 0 1.0000
Doberman 0.0222 | 0.1444 | 0.1111 0.7222

Saint-bern 0.0167 0.15 0.0833 0.75

TAB. 2.4: Le codage linéaire croisé de la variable X en 4 modalités

ou, par exemple, le codage de la race caniche pour la modalité Cy; (+ -) est
obtenu comme suit :

e (20,35]) = [, (20).fo(35) = 0.0067 % 0.75 = 0.050

On vérifie que la somme des codages sur chaque ligne est bien égale a 1.

2.3 Codage par sommets d’une variable de type
intervalle

Dans le codage par sommets, la transformation des variables intervalles en
variables numériques est fondée sur la décomposition des objets (décomposition
verticale). Chaque ligne, donnant la description d’un objet par au moins une
variable de type intervalle, est décomposée en autant de lignes que de sommets
le décrivant.

Apres la décomposition de ’ensemble des objets, les variables de type inter-
valle devenues de type numérique sont codées a 1’aide des techniques classiques
de codage. Le codage de chaque objet est alors défini par le codage de 1’en-
semble des sommets qui le constituent. Nous allons détailler chacune de ces
étapes, puis illustrer le codage par sommets a ’aide d’'un exemple.
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2.3.1 Deécomposition des objets

Soit la matrice suivante donnant la description d’un ensemble d’objets
H,,..., H, par pvariables de type intervalle X, ..., X, et r variables Y3, ..., Y,

d’autres types.

X ...X, 'YL .Y,

H, [@v‘r_ﬂ] . [ﬂvx—lp] | Y - Yir
- . |

Hm [M’x—ml] . [Max—mp] | Ym1 - Ymr

On note ¢; le nombre d’intervalles non triviaux décrivant 'objet H;. En
s’inspirant des résultats établis au chapitre précédent, on propose de décrire
chaque objet H; par ’ensemble de ses sommets.

Dans une premiere étape, on propose de décomposer chaque ligne donnant
la description d’un objet H; en autant de lignes (2%) que de sommets le dé-
crivant. On note S; le 7™ sommet de 'objet H;. Les valeurs des variables
Y}, décrivant I’'objet H; sont communes & tous ses sommets. Ainsi, la variation
entre les sommets d'un méme objet est uniquement introduite par les inter-
valles. La description de 1'objet H; a travers 1’ensemble de ses sommets est
donnée par la matrice suivante:

Xy X, | 1 Y,
Hi Tip oo Tip o Y - Yir
Sha; Tipg --- Tip Yix oo Yir

La matrice obtenue suite a la décomposition de I’ensemble des objets est :
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X, ... X, v ... Y,
T o Tip Yo ..o Yir
1
S
T - Tip Yu o--- Yir
1
Hl qu1
: = : = Tml ' Tmp Yml - ym,ﬂ
H, Sy
m
i - .
2am Lm1 xmp Ym1 .- ymrJ

ou les variables X; sont de type numérique.

2.3.2 Codage des sommets

Apres I'étape de décomposition, on procede au codage des variables X;
(numériques) en utilisant une technique de codage appropriée. Soit C7, .. ., C’,‘ij
les k; classes (modalités) issues du découpage de la variable X; et (p‘él, PN (p‘ék]_
les fonctions d’appartenance associées aux modalités. Le codage de 'objet H;,
pour la variable X, est défini par le codage de I’ensemble des sommets de H;
pour cette variable. Soit :

X;
.. d
Hi = = ‘
7 P -
24i oo, (Ti) - <Plckj (T7)

2.3.3 Exemple

Considérons ’exemple suivant donnant la description de 3 races de chiens
par les variables Hauteur-Garrot (Hg), Poids (Ps) et Fonction (Fc):
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Hg Ps Fe
Caniche [20,35] [15,25] Compagnie
Mastif f = 75 100 Utile
S — Bernard 70 [55,80] Utile

1- Etape décomposition

La description des sommets des 3 objets apres la décomposition est fournie
dans le tableau suivant :

Hg Ps Fe
Can 20 15 Compagnie
Can 35 15 Compagnie
Can 20 25 Compagnie
Can = 35 25 Compagnie
Mas 75 100 Utile
Sber 70 55 Utile
Sber 70 80 Utile

2 Etape codage

On propose d’utiliser un codage linéaire en deux classes pour chacune des
variables Hauteur-Garrot, Poids, et un codage binaire disjonctif pour la va-
riable Fonction . Le codage des sommets associés aux trois races de chiens
est:

Races de Chiens Hg Ps Fec
Hg- Hg+ Ps- Ps+ Com | Uti
Can 1.0000 0 1.0000 0 1 0
Can 0.8333 | 0.1667 | 1.0000 0 1 0
Can 1.0000 0 0.8125 | 0.1875 1 0
Can 0.8333 | 0.1667 | 0.8125 | 0.1875 1 0
Mas 0 1.0000 0 1.0000 0 1
Sber 0.0833 | 0.9167 | 0.5625 | 0.4375 0 1
Sber 0.0833 | 0.9167 | 0.2500 | 0.7500 0 1

TAB. 2.5: Codage par sommets des variables Hauteur-Garrot, Poids et Fonction
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2.4 Codage des variables intervalles sans dé-
composition

Contrairement aux codages croisé et par sommets qui se basent sur la
transformation des variables intervalles en des variables numériques, le présent
codage se base sur I'extension des outils classiques de codage a des variables
intervalles.

On s’intéresse, dans une premiere partie, a I’extension des techniques clas-
siques de découpage d’une variable en classes a des variables de type intervalle.
Apres 'introduction de nouvelles notions telles que: recouvrement entre inter-
valles, effectif et fréquence d’une classe d’intervalle, densité d’'une classe d’in-
tervalle, etc., on propose une généralisation des notions d’histogramme et de
fonction de répartition a des distributions d’intervalles. A Dissue de ces résul-
tats, on propose une généralisation des techniques de découpage d’une variable
en classes d’effectifs égaux, ou a partir d’un histogramme, a des variables de
type intervalle.

Apres le découpage d’une variable intervalle en classes, on s’intéresse, dans
une deuxieme partie, aux fonctions d’appartenance associées aux classes qui
permettent d’associer a chaque intervalle observé son degré d’appartenance a
chacune des classes d’intervalles. Apres I’'étude des principales mesures de dis-
similarité et de distance entre des intervalles, ainsi que des propriétés que doit
requérir une fonction d’appartenance associée a une classe d’intervalles, nous
proposons une fonction d’appartenance fondée sur une mesure de distance pro-
posée par MOORE [Moore66.

2.4.1 Recouvrement, effectif et densité d’une classe d’in-
tervalles

Recouvrement d’un intervalle
Définition

On définit le recouvrement d'un intervalle [z;,7;| par un intervalle|zy, Tx]
noté Rz, T;)([Tk, Tx)) comme la proportion de Iintervalle [z;, ;] recouverte
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par Uintervalle [zy, Tg]. On note ||~ I'amplitude d’un intervalle; il est défini
comme suit :

|z |7 = Ti-m
(o7 =0
|z, @) |7 =z 7 = [z @] |7 =]z, 7] 7

oll ¢ désigne l'intervalle vide. On rappelle la définition de 'opérateur d’inter-
section MN:

[zi,Ti] N [z, Tk] = [maz(zi,z1), min(T;,Tr)| si maz(zi, ) < min(T;, Tr)

1) sinon

Le recouvrement Ry, z71([xk, Tx]) est défini comme suit:

|lzi,%i] N [zx,7%]|7

el Sl 7 T
R, z1([2r, Th]) = 1 si x; =7; et x; € [T, Tk
0 sixy =T et x; & [Tx, Tr)
Propriétés
a) R est non symétrique
R z([ze 7)) =7 7= Rua(lz, 7)) =7 (2.4)

b) Soit p sous-intervalles Iy, .., I,, avec I; = [a;_1, a;[ discrétisant I'intervalle
[z, %) (avec ag = ; et a, =7;); la relation suivante est vérifiée:

p

e, @7 = D11 (2.5)

J=1
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Preuve

Il est simple de constater que les termes a; s’annulent dans 1’expression
P L0 = (a1 — ao) + .. + (ay — ay-1) = (a, — ap) = |z, 7|

¢) 0 < Rig, 7 ([n, Ti]) < 1.

d) Si [2s, T3] C [zk, Tp] alors Ry, 7 ([ze, Th]) = 1.

e) Si [z;, Ti] N [zk, Th] = ¢ alors Ryg, 7([z, Tk]) = 0.

La densité de recouvrement d’une classe d’intervalles

On note CY, .., Ck, k classes issues du découpage du domaine de variation
[Tmin, Tmaz] d'une distribution d’intervalles [z1,T1], ..., [Zm, Tm]-

Définition

On définit la densité de recouvrement Dg(C;) d'une classe C; comme étant
la somme des recouvrements des intervalles [z;,7;] par la classe C;; soit:

Afin de dégager les propriétés des densités de recouvrement des classes, étu-
dions les propriétés des marges de la table (2.4.1) donnant les recouvrements
des intervalles [x;,7;| (¢ = 1..m) par les classes C; (j = 1..k):

[21, 71] Ri(1) | ... ] Ri(k) 1
[T s Tom] Rw;(l) R (k) 1
R.(j) Dg(Ch) Dr(Co) | m
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ol

Ri(j) = Rz (C))

k

Ri(.) = ;Rz-(j)

R(j) = > Ri(j) = Dr(Cy)
i=1
R;(.) mesure de combien une observation [z;, 7;| est incluse dans ’ensemble
des classes et R (j) mesure de combien la classe C; recouvre ’ensemble des ob-
servations.

Propriétés

a) Vi={l.m} Ri(.) = 1. (2.6)
Preuve
Sachant que C4,...,C forment une partition sur [Zmin, Tmaez|, On peut

écrire pour tout intervalle [z;, 7] :
Vi= {Lm} (o7 = [o5, 7 O [T Smae] = [20, 7 01 (U5, )

En utilisant la distributivité de N par rapport a U:

20,71 = Ui ([2, W] N Cy) (2.7)

D’autre part, pour tout couple de classes Cj, C; la relation suivante est
vérifiée :

(eeTNC)N (2 FANC) = oTNCNC=6  (28)

Ainsi, ([z;, 7|NCY), .. ., ([z;, 7| NCy) forment bien une partition sur [z;, 7;].

D’apres la propriété 2.5, on déduit 1'égalité suivante:

k
>l m N C17 = [z, T

J=1
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d’o,

Sicillze T NGz 7]

— = =i =
|3, ]| |[zi, 3] |7

Ri(.)

b) Par définition, la marge en ligne R (j) est bien la densité de recouvrement
Dg(C;) de la classe C;; on en déduit la propriété suivante :

k m

;DR(CJ):ZR.(j) = Y R()=m (2.9)

La densité de recouvrement : une généralisation de la notion d’ef-
fectif d’une classe

Montrons que dans le cas ou tous les intervalles sont triviaux (se réduisent
a des points), la densité de recouvrement Dp(C;) d'une classe C; exprime bien
Veffectif d’une classe. Soit :

ou n; est Ueffectif de la classe C; (i.e. le nombre de points tombant dans Cj).

Preuve

Dans le cas ot tous les intervalles [z;, T;| sont des points, 'expression de la
densité de recouvrement devient :

Or, par définition R, 7(C;) est égal a 1 si le point x; € C; et a 0 sinon;
soit, -

Dp(Cj) = Y 1=mn,

=1
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ou n; est le nombre d’intervalles (points) [x;, z;] inclus dans la classe C};
ce qui correspond bien a l'effectif de la classe C'j. La densité de recouvrement
d’une classe est bien une généralisation de la notion d’effectif d’une classe a
des données intervalles.

La fréquence de recouvrement d’une classe

On définit la fréquence de recouvrement d’une classe C; notée Fg(C;)
comme suit :

Dr(C;) _ Dgr(Cy)
St Dr(C)  m

Fr(Cj)
2.4.2 Histogramme d’une distribution d’intervalles

Discrétisation du domaine d’une distribution d’intervalles

Soit [x1,Z1),- - -, [Tm, Tm) une distribution de m intervalles. On note i,
Tmaz €6 Gmin, Tespectivement, la plus petite valeur, la plus grande valeur et la
plus petite amplitude non nulle observée ; soit :

Tmaz = Z.:ﬁ}é (x_z)
Qmin = zglluvln {(ZL’_Z - ﬂ) / avec T; 7£ ﬂ}

On ne dispose pas actuellement de regles absolues permettant de détermi-
ner le nombre de classes d'un histogramme. Un nombre de classes trop faible
risque de faire perdre 'information de distribution; a I’opposé, un nombre de
classes trop élevé risque de faire apparaitre des classes vides ou d’effectifs tres
faibles. Dans le cas numérique continu, la discrétisation se fait en général en
considérant des classes d’égales amplitudes.

De maniére similaire, on peut choisir de discrétiser le domaine |2, Tmaz)
de variation des intervalles en classes d’égales amplitudes. On suggere quelques
recommandations pour le choix du nombre de classes, dans le cas d’une distri-
bution d’intervalle. Sachant que chaque intervalle est comptabilisé comme une
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unité dans le calcul des fréquences, il est inutile de choisir un pas de discréti-

sation inférieur a la plus petite amplitude a,,;, non nulle. Il est préférable de
.. I « Tmaz — Tmin

choisir un nombre de classe inférieur 3 —.
Qmin

Histogramme d’une distribution d’intervalles

Le découpage le plus élémentaire consiste a découper le domaine [Zin, Tmaz]
en k classes d’égales amplitudes. Si la distribution des intervalles n’est pas équi-
répartie, en général on utilise 'histogramme des fréquences pour définir les
limites des classes. On évite ainsi de construire des classes vides ou de faibles
densités. Pour la construction de I’histogramme, on proceéde comme suit :

On discrétise d’abord le domaine de variation de la distribution d’inter-

valles en p intervalles I, ..., I,. Pour chaque sous-intervalle I; = [a;_1, a;], on
Fr(I;
porte en ordonnée la fréquence de recouvrement |I;(|Dj ) divisée par I’amplitude

j
de ce sous-intervalle. Si les intervalles /7 sont de méme amplitude, on porte en
ordonnée directement les fréquences de recouvrement Fp(l;).

Notons dans ce contexte, le travail proposé par Decarvalho [Carvalho92],
[Carvalho95] étendant la notion d’histogramme a des objets symboliques et
fondée sur la notion de potentiel de description.

Remarque Une autre approche de discrétisation consiste a visualiser tous
les intervalles observés sur un axe, puis en partant de la plus petite valeur
Tmin Jusqu’a la plus grande 2,4, & marquer la limite d’'une nouvelle classe
chaque fois que ’on rencontre une borne inférieure ou une borne supérieure
d’un intervalle. L’effectif d’une classe ainsi obtenue est le nombre d’intervalles
la recouvrant. Le risque d’une telle technique est d’avoir un nombre élevé de
classes de tres faibles densités.

2.4.3 Fonction de répartition d’une distribution d’inter-
valles

Avant de définir la fonction de répartition d’une distribution d’intervalles,
démontrons la propriété d’additivité des densités de recouvrement suivante:
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Additivité des densités de recouvrement

Soit un intervalle quelconque [z,7] C [Tmin, Tmaz), €t 11, ..., I avec (I; =
laj_1,a;]) r sous-intervalles discrétisant l'intervalle [z,Z]. On montre que la
densité de recouvrement de [z, T| est égale a la somme des densités de recou-
vrement des 7 sous-intervalles discrétisant [z, T], soit:

DR X ZL’] ZDR

Preuve

En substituant [z, 7] par son expression I; U... U I, la densité de recou-
vrement s’exprime alors:

(U5 D) N [, 7|

Da(lna)) = 3

i=1 sz;xzn

(2.10)

(2.11)

En utilisant la distributivité de l’'intersection par rapport a l'union, on
obtient :

| Uit (4 N [z, Ti])|”

JEA

Di(lz.7)) = i

D’apres la propriété énoncée en 2.5, 'expression devient :

G 1 0 [y, 7]
|[IzaxZ]|D

il %T_ém )

= ||z, T

Dr([z, 7])

m
2.
=1
>
j=1
d’olt

Dr([z, 7)) ZDR (2.12)
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La fonction de répartition d’une distribution d’intervalles

Définition

113

La définition de la fonction de répartition notée F'! d’une distribution d’in-
tervalles se fonde sur la propriété d’additivité des densités de recouvrement
définie en 2.10. Soit £ la fonction de répartition définie sur [T, Tmaz) :

0 Siz < ZTpin
FI(:E) = FR([Imina ZL’]) Sl MRS [xminaxmax]
1 Siw 2 Tmax

Propriétés
La fonction F! vérifie les propriétés suivantes :

a)0< Fl(z) <1

b) lim Fi(z) — 0

T—Tmin

¢) lim Fl(z) — 1

r—rmax
Preuve
D .
lim F'(z) = lim FR([xmm,gp]): lim Dil[#min, 71)
T—Tmin T—Tmin T Tmin m

- lim Z | xZaIz] ﬂ Imma :L’”

T—Tmin m | [,Z'“ ,Z'Z] |D
or
[:Emina xmm] s Tmin € [ﬂa $_z]
Il}gnlzn [:EZ7 :EZ] m [xmzn, :L‘] - { ¢ SiHOIl
d’ou

m

1
lim F'(z ZOHQ
m

T—=Tmin

(2.13)



114 Chapitre 2. Codage flou des variables intervalles en vue d’une ACM

De maniere similaire,

Dr([Tmin, 7])

lim F'(z) = lim FR([xmm,x]) = lim
T—>Tmax T—>Tmax T—>Tmax m
| $zaxz :Eminal‘”D
= 1
dm oy
or
Vie {1.m} lelgEIBM[xz,xz] N [Tmin, €] — [, T
d’on
1 & [z, 7P 12
I s 1y Ve s
A ) = D P T T
ainsi,

c¢) FI(x) est une fonction non décroissante.
Preuve

Soit a, b € [Timin, Tmaz] tels que a < b

Dr([Tmin, a])
Dr([Tmin, b))

m

F'(a) = Fr([mmin, a]) =
F'(b) = Fp([zmin, b]) =

d’apres la propriété d’additivité définie en 2.10, on peut écrire:

Dr([#min, ) = Dr([Tminal) + Dr([a,b])

comme Dg([a,b]) > 0, alors

Dr([Tmin, a]) < Dr([2min, b))

- < - = Fl(a) < F'(b)
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2.4.4 Généralisation des techniques de découpage aux
variables intervalles

Soit X une variable de type intervalle observée pour m objets Hy, ..., H,,.
On note [x;, T;| observation de la variable X pour 'objet H;.

Découpage d’une variable intervalle par histogramme

Le découpage de la variable intervalle X a l'aide de I’histogramme des
fréquences consiste simplement a construire I’histogramme des fréquences de
la distribution d’observations [z, Z1], ..., [®m, Tr] comme cela est indiqué en
2.4.2 puis, comme dans le cas des variables numériques, a choisir les coupures
définissant les classes d’intervalles.

Découpage d’une variable intervalle en k classes d’effectifs égaux

Le probleme du découpage la variable intervalle X en k classes de meémes

effectifs revient a rechercher k classes C1,. .., Cy (avec C; = [¢},Tj]), tels que:
Vj=1.k Dr(Cj) = %

En d’autres termes, il s’agit de déterminer les bornes supérieures des classes

C; (j=1..k-1) en connaissant la fréquence cumulée F'(c;) = % en ces bornes.

Pour cela, on procede par interpolation, comme dans le cas numeérique.
On note Iy, .., I, (I; = [aj_1,a;]) les p sous-intervalles discrétisant le domaine
[Tmins Tmaz] €6 F'(z) la fréquence cumulée au point z. Les bornes supérieures
des classes sont définies comme suit :

= = (% - Fl(ar—l))(ar —a,_1)
J F(a,) — Fl(a, 1)

ou 'intervalle I, = [a,_1, a,[ contenant la valeur ¢ est déterminé comme suit :

+ ar—1

Fla, ) < < F!(a,)

z
k
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2.4.5 Mesures de dissimilarité ou de distance entre in-
tervalles

L’objectif de cette section est de définir les fonctions d’appartenance asso-
ciées aux classes d'intervalles (issues du découpage d’une variable intervalle),
et qui permettent de mesurer le degré d’appartenance d’un intervalle observé
a une classe d’intervalles.

Partant de I'idée qu’une classe est elle-méme un intervalle, et que le degré
d’appartenance d’un intervalle a la classe peut étre interprété comme une me-
sure de proximité entre 'intervalle observé et 'intervalle définissant la classe,
nous nous sommes alors intéressés aux travaux portant sur les mesures de dis-
similarité et de distance entre les intervalles. La mesure de proximité entre un
intervalle et une classe (déduite d’une mesure de dissimilarité ou de distance
entre intervalles) définit alors le degré d’appartenance de l'intervalle & la classe
en question.

Nous présentons d’abord quelques mesures usuelles de dissimilarité ou de
distance définies sur les intervalles. Les caractéristiques de chaque mesure sont
illustrées a l’aide d’une représentation et d’une interprétation géométrique.
Nous définissons ensuite les propriétés que doit vérifier une fonction de co-
dage d’une variable intervalle en vue d’'une AcM. Ces mémes propriétés sont
étudiées pour chaque mesure de distance ou de dissimilarité présentée. Fina-
lement, on propose une fonction d’appartenance tenant compte des propriétés
du codage préalablement fixé.

Interprétations géométriques reliées aux intervalles

On présente, dans un premier temps, la représentation géométrique de
quelques notions de base reliées aux intervalles: amplitude d’un intervalle,
union et intersection de deux intervalles, positions particulieres de deux in-
tervalles, etc. Ces représentations géométriques nous permettent par la suite
d’illustrer clairement certaines propriétés ou concepts relatifs aux mesures de
distance et de dissimilarité.
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1) Amplitude d’un intervalle

L’amplitude (@ — a) d’un intervalle a correspond a la longueur séparant le
point a de sa projection verticale sur la premiere bissectrice, soit :

|=

F1G. 2.9:
2) Intersection de deux intervalles

On associe a tout intervalle a un triangle isocele défini par projection ver-
ticale et horizontale avec la premiere bissectrice. L’intersection a N b de deux
intervalles a et b est 'intervalle I défini par le point d’intersection entre les
deux triangles associés aux intervalles a et b.

X max

S

|=

a b

Si les deux triangles sont disjoints pas alors, les intervalles a et b ne se
recouvrent pas et leur intersection est nulle.
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2) Union de deuz intervalles

On définit 'union de deux intervalles a et b notée a U’ b comme suit :

aU'b = [min(a,b), max(a,b)

elle est représentée comme suit :

|=

b

Fic. 2.10:

3) Les positions particulieres de deux intervalles

On découpe le demi-plan supérieur en régions correspondant a des positions
particulieres des deux intervalles.

® gl ©

o

@) )

|=

0]

|
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Tout intervalle b = [b, b] appartenant & la région (i) admet une position
particuliere par rapport a l'intervalle a comme indiqué ci-dessous :

|
o
|

|

()]

(@)

| T
oo

3) a a
b b

(C)) ae——e

o—————o

b )

(5) a &=
— %

(©) . ER- 5
Fic. 2.11:

Les mesures de distance ou de dissimilarité entre les intervalles

Plusieurs travaux se sont intéressés aux mesures de proximité entre les inter-
valles. MOORE [Moore66] propose une mesure de distance euclidienne définie
sur les intervalles et fondée sur ’écart entre les bornes inférieure et supérieure.
GowbDA, DIDAY [Gowda et al.92], [Gowda et al.91a] proposent des mesures de
similarités ou de dissimilarité entre les intervalles se fondant sur des mesures
d’amplitudes, de recouvrements et de positions. Ichino [Ichino et al.94] pro-
pose une mesure de distance entre les intervalles fondée sur des opérateurs
de jointure et d'union définis sur des intervalles. La distance de HAUSDORFF
peut également étre appliquée a des données intervalles. On présente dans ce
qui suit les mesures de dissimilarité et de distance énoncées et on étudie leurs
caractéristiques.

Distance euclidienne de MOORE
Définition

Soit a = [a,d], b = [b,b] deux intervalles, R. MOORE [Moore66] propose
une mesure de distance euclidienne notée dys et définie comme suit:

dv(a,b) = yf(a—b)? + (@—b)?
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Interprétation géométrique

La distance d,; définie précédemment peut étre représentée comme suit :

ol
°

IS

----a
|
|

|
=2

Fic. 2.12:

Remarquons que I’ensemble des intervalles (I’ensemble des couples ordon-
nés) constitue un sous-ensemble de R? (demi-plan supérieur), et que la distance
dyr n'est autre que la distance euclidienne définie sur 2. D’autre part, les in-
tervalles b = [b, b] dont la distance dy;(a,b) de a est égale & 7, sont situés sur
le cercle de centre 'intervalle a et de rayon r.

a a

Fic. 2.13:
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Mesures de dissimilarité de GOwDA et DIDAY

Définition

La mesure de dissimilarité proposée par GOWDA [Gowda et al.91a] se fonde
sur trois indices. Le premier indice noté D, permet de mesurer la position
relative de deux intervalles a et b en se fondant sur 1’écart entre leurs bornes
inférieures |b — a| rapporté a 'amplitude du domaine [z, Tmaz]- Le domaine
[Zmin, Tmaz| inclut tout intervalle observé.

—b
Dyat) = U

|['Tmin7 xmam] ||:I

Le second indice D, permet de mesurer la différence d’amplitude des deux
intervalles rapportée a I'union des deux intervalles.

la|” — |b]7]
D,(a,b) BINEEE

Le troisieme indice D, mesure 'amplitude des régions de a et de b non
communes rapportée a I'union des intervalles.

la|” + 1b|® — 2]a N b|”

D.(a,b) = o U7 b|o

La mesure de dissimilarité proposée par GOWDA notée d¢ est définie comme
la somme des trois indices D,, Dy et D, ; soit:

dc(a,b) = Dy(a,b) + Dy(a,b) + D.(a,b)
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Interprétation géométrique

Les numérateurs des trois indices sont représentés comme suit :

Dp
b o
oy
0 e ’
[auy LTS A
“ © ©
b
. E X nin
Fic. 2.14:

En étudiant séparément les cas ou les intervalles a et b se recouvrent ou
pas, la dissimilarité dg proposée par GOWDA peut s’exprimer comme suit :

dG(aa b)
aﬂlb:qf) |Q_Q| 2ma$(|a|ma|b|m)
|xminaajmam|m |CL UI b||:I
b — a 2 min(|a|”, [b]7)
N'b — 2
¢ 7& d) |Iminaxmax|m |CL UI b||:I N
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Distance d’ICHINO
Définition
Soit a et b deux intervalles. La distance proposée par ICHINO [Ichino et al.94],

notée dj, est fondée sur les deux opérateurs d’union aU’b et d’intersection anfb
définis sur les intervalles. La distance d] est définie comme suit :

O [m] O
dj(a,b) = |aU'b| —lan" b +v2[anT b —|a” = |p]7) (2.14)
ou 0 < v <0.5.
En étudiant séparément les cas ou les intervalles sont disjoints, se re-

couvrent avec ou sans inclusion, la distance d] proposée par ICHINO s’exprime
comme suit :

d}(a,b) v=0 0<y<0.5 v=0.5
anb=¢ a7 b2 > d}(a,b) > be — a]
anb# o 2. — a| > d}(a,b) > be — a]
eta b

aCb |2((be—ac)+(b—a))|> di(a,b) > | ((be —ac) + (b— a))

ou a. et b, sont les centres des intervalles a et b.
Preuve

Etudions les cas ou les intervalles sont disjoints, se recouvrent avec ou sans
inclusion. Considérons, ce qui ne restreint pas la généralité, que @ < b.
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1) anb=¢

La distance d] se réduit a:

di = laU"b|" —(la]” +[b]7)
si0 < v <0.5, alors:
_la” £ 1o”

2

_ la®+p/"
2

U’ | < dj(a,b) < |au' B

]
on vérifie aisément que ‘a u! b‘ = b, — a.; ainsi, la distance d; varie

comme suit :

A (a,b) = |be —a.] < d) <laU"b|" =dYa,b)

2)anb#¢detag b

Pour 0 < v < 0.5, d] est bornée par:

Bi(a,0) < Jau' b —land]” = d¥a,b)

O m}
b
> ‘aufb‘m—|aﬂb|D+(|aﬂb|D—%—%):d?j(a,b)
or
1|” 0
ja "B = Jan b = 2(b — ac) et
U b7 —Janb|” +Janb|? — 2 — B2 — (b, —q,), ainsi:

) (a,b) = |be —a.] < dj(a,b) < 2|b. — a.| = dY(a,Db)

d¥(a,b) = |be —a.] < d} <laU"b” =di(a,b)

3)acCh
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La distance d] est réduite a:

dj = (1=7)(bl" = |al”)

pour 0 < v < 0.5, la distance varie dans:

_ [oI” —fal”

<y < P~ P = d(ab)

dr”(a,b)

sachant que [b]” — |a|” = 2((b. — a.) — (b — a)), alors

dr®(a,b) = ((be —ac) = (b—a)) < dj <2((bc —ac) — (b—a)) = dj(a,b)

Distance de Hausdorff appliquée aux intervalles

Définition

Etant donné deux ensembles de points A et B, la distance de Hausdorff
dy(A, B) entre A et B est égale a r si et seulement si chaque point de A est a
une distance de moins de r d’au moins un point de B, et si, réciproquement,
chaque point de B est a une distance de moins de r d’au moins un point de
A. Soit :

dy(A,B) = max <max(min d(a, 3)), max(mind(a,ﬁ)))

BEB “acA a€A "BEB

Sachant qu’un intervalle @ = [a, @] est un ensemble de points, la distance
de Hausdorff entre des intervalles est définie comme suit :

dH(aab) = m‘w(m o Q|a |B_ a|)
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2.4.6 Propriétés des fonctions d’appartenance associées
aux classes d’intervalles

Etant donné des classes d’intervalles associées A une variable de type in-
tervalle, notre objectif est de définir une fonction d’appartenance, fondée sur
une mesure de dissimilarité ou de distance, qui associe a chaque observation
son degré d’appartenance a chacune des classes d’intervalles. Pour cela, nous
allons d’abord définir les propriétés que doit vérifier la fonction d’appartenance
associée a une classe d’intervalles. Ces propriétés sont ensuite étudiées pour
chacune des mesures de dissimilarité ou de distance présentées.

Degré d’appartenance d’un intervalle a une classe d’intervalles

Le degré d’appartenance d’un intervalle a a une classe C' mesure de com-
bien la région de valeurs représentée par l'intervalle a est caractéristique de
celle représentée par la classe Cj;. On note ¢¢ la fonction d’appartenance as-
sociée a la classe C, elle définit pour chaque intervalle a« = [a,a] son degré
d’appartenance a la classe C'.

Propriétés requises d’une fonction d’appartenance associée a une
classe d’intervalles

Cas 1: Considérons le cas de deux intervalles a et b non inclus dans la
classe C et dont l'intersection avec la classe C est non vide.

1. Si les deux intervalles a et b sont d’égale amplitude et ont des intersec-
tions avec la classe C de méme amplitude, alors ils admettent un méme
degré d’appartenance a la classe C.

Va,b telsque |a|” = b7 et |[anC|®=bNC|1° = pcla) = pc(b)
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2. Si les deux intervalles sont d’amplitude différente et ont des intersections
avec la classe C d’égale amplitude, alors le degré d’appartenance le plus
élevé est celur de l'intervalle de plus faible amplitude.

Va,b telsque [anC|”=[bNnC|7 et |a]” > [b]° = pcla) < po(b)

3. i les deux intervalles sont de méme amplitude et ont des intersections
avec la classe C de différente amplitude, alors le degré d’appartenance le
plus élevé est celui de 'intervalle dont 'amplitude de l'intersection avec
la classe est la plus élevée.

Va,b telsque |a|” = b7 et [anC|” > [bNC|I° = pc(a) > po(b)

4. Soit deux classes C; et C; de différente amplitude. Si l'intersection de
I'intervalle a avec la classe C; est d’égale amplitude avec ['intersection
de a avec la classe Cj, alors le degré d’appartenance de l'intervalle a le
plus élevé est celui associé a la classe de plus faible amplitude.

Va,b tels que laNGi|” =lanCj|” et |Ci]7 <|C|7 = ¢c(a) > ¢c,(a)

Cas 2: Considérons le cas de deux intervalles a et b inclus dans une classe

C.

1. 57 les intervalles a et b sont de méme amplitude et sont situés symétri-
quement par rapport au centre de la classe, alors ils ont le méme degré
d’appartenance a la classe. Soit :

Vac C,bCC telsque |a|” = b|" et |a. — Ce| = |b. — C.] = oc(a) = oc(b)
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2. Si les deux intervalles a et b sont de méme amplitude, alors le degré
d’appartenance le plus élevé est celui de ['intervalle dont le centre est le
plus proche du centre de la classe. Soit:

VacCC,bC Ctels que la|” = [b]7 et Ja. — Ce| < |b. — Ce| = wola) > po(b)

3. Soit deux intervalles a et b tels que a est inclus dans b, alors le degré
d’appartenance de [’intervalle b a la classe C est supérieur a celut de
["intervalle a.

VacbCC = ¢cla) < pc(b)

Etude des propriétés d’une fonction d’appartenance fondée sur la
distance de Moore

On assimile le degré d’appartenance d’un intervalle a a une classe d’in-
tervalles C comme une mesure de proximité entre l'intervalle a et l'intervalle
représentant la classe C. On propose d’étudier la validité des propriétés définies
au début de ce paragraphe (2.4.6) dans le cas d’'une fonction d’appartenance
ou d’'une mesure de similarité fondée sur la distance d,;. Vérifions la validité
des propriétés énoncées précédemment.

Propriété 1 (cas 1)

Définissons, tout d’abord, 'ordre total suivant entre les intervalles a = [a, @]
et b= [b,b|:

Q
N
(el

a<b & ou

(=l

eta<b

Qf

Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que a < C' < b. On peut
alors établir les égalités suivantes:
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= |a|” = |anC|” (2.15)
IC|7 — lanC|” (2.16)

ol Io
SRS

Or comme (|a|” = |b]7) et (JanC|" = |bN C|7), alors les équations 2.15 et
2.16 s’expriment comme suit :

= B - pnCP=b-¢
= [C"=pnC"=c—b

ol Io
SRS

d’ou

du(a,0) =/la= )’ +@—2 = (b= + (-2 =du(b,C)

Ainsi, les intervalles a et b sont bien situés a une méme distance dj; par
rapport a la classe C, ils ont donc un méme degré de similarité (d’apparte-
nance) avec la classe C.

Propriété 2 (cas 1)

Pour cela, supposons a < C' < b, les équations 2.15 et 2.16 s’expriment
comme suit :

= Ja" = [anCP > PP —pNCIP=b—7¢
ICI" —lanC|”=[C]" = pbnC|" =c—b

ol Io
SRS

d’ou

di(a,C) = Jla— P +@-2? > J(b—?+ (b -2 = du(b,C)

ainsi, l'intervalle a est plus 1éloigné (moins similaire), selon dy; de C' que 'est
I'intervalle b. La propriété 2 est donc vérifiée.
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Propriété 3 (cas 1)

En supposant a < C' < b, les équations 2.15 et 2.16 s’expriment comme
suit :

= |a|" = lanC|” < [p|” = |bnC|"
= |CI"=]anC]" <|C]7 = |bnC|”

ol I
SIS

d’ou

dv(a,C) = Jla—?+@-2? < Jb—c?+(-2)? < du(b,C)
ainsi, l'intervalle a est plus proche (plus similaire), selon dy; de C' que 'est
I'intervalle b. La propriété 3 est donc vérifiée.

Propriété 4 (cas 1)

Supposons 'ordre suivant C; < a < Cj.

Q_

a=CI"—lanCGl” < [P —lanCi|? =7 —a
a C;

—gG=lal”=]anC|” = |a|" =|anCj|" =¢; —a

d’ou

du(a,C) = Jla— )+ @-7)? < /la—¢)+@-5) =dulb,C))

La propriété 4 est bien vérifiée.

Etudions maintenant les propriétés dans le cas ou les intervalles a et b sont
inclus dans la classe C'.

Propriété 1 (cas 2)

Supposons 'ordre suivant a < b < C. D’apres les caractéristiques des
intervalles a et b on peut écrire les expressions suivantes:



2.4. Codage des variables intervalles sans décomposition 131

la.a] = [cc— (A+]al”),cc = 4]

b = [ec+ A, ce+ (A+ b7

ainsi,

ce = (A+la]”) — ¢
= Cc—c.+A

ol =
|

10
|

Sachant que c.—c = ¢—c,, alors on peut réécrire les expressions précédentes
comme suit, puisque b = ¢, + A, b=c+ A + [b]”

ol |
|
2 1o
I
o
o
|
1o
+
[
I
I~
|
1o

d’ou

dM(a, C) = dM(b, C)

Propriété 2 (cas 2)

Considérons un intervalle a centré et inclus dans la classe C. On pose:

ol
|
Q
I
IS
|
ie)
I

ainsi,

dM(a, C) = 212

soit b = [a + A,a@ + A] avec (=1 < A <) un intervalle non centré dans C' et
de méme amplitude que a. La distance d; (b, C') est alors:



132 Chapitre 2. Codage flou des variables intervalles en vue d’une ACM

du(b,C) = J(L+A)2+ (1— A)?
= V212 +2A2 > dM(CL,O)

Ainsi, plus un intervalle inclus dans la classe est centré, plus il est similaire
a la classe. La propriété 2 (cas 2) est bien vérifiée.

De méme, on vérifie aisément la propriété 3 (cas 2).

Etude des propriétés d’une fonction d’appartenance fondée sur la
mesure de dissimilarité de GOWDA et DIDAY

Etudions a travers quelques configurations la non validité de certaines pro-
priétés énoncées précédemment.

Configuration 1

Fic. 2.15:

ol les intervalles a et b de méeme amplitude recouvrent de la méme amplitude
la classe C'. Calculons les dissimilarités dg entre les intervalles a et b et la classe

C.

c—al  2Min(lal’, [C])
d C) = — 2
(0.0) = e T T euice
c—b 2 Min(bP, [CP)
d~(b = — 2
ob.0) = T T T puicp T

L

Ul C|P  JaU! C|7

Comme

et |c—bl >|c—al ,alors dg(a,C) < dg(b,C)
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Ainsi, la propriété 1 (cas 1) n’est pas vérifiée.

Configuration 2

Cl C2

Fig. 2.16:
ot |C1|° < |Cy]°.

Calculons les dissimilarités de dg entre l'intervalle a et chacune des classes
01 et CQ.

C O
da(a,Cy) = #m

|[:Emina xmam] ||:I

dg(a, 02) = 2

ou U est Pamplitude du domaine [Z,in, Tmaez]- On voit que quelle que soit
I’amplitude (non nulle) de la classe C, la dissimilarité dg(a, Cy) est toujours
supérieure a dg(a,Cy). Ainsi, la propriété 4 (cas 1) n’est pas vérifiée.

Configuration 3

Considérons deux intervalles a et b de méme amplitude inclus dans la classe
C' et symétriques par rapport au centre de la classe comme suit :

a b
! ‘

C
Fic. 2.17:
Les dissimilarités des intervalles a et b avec la classe C sont alors:

2al”

dG(CL,C) = 2- |O|D
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b—c b|”
dg(b,C) = —D+2—||C||D

| [xmina Ima:v] |

Comme, d’une part, |a|” = |b|” et (b—¢) > 0, alors la dissimilarité dg(a, C')
est inférieure a dg(b, C'). La propriété 1 (cas 2) n’est donc pas vérifiée.

Etude des propriétés d’une fonction d’appartenance fondée sur la
distance d’ICHINO

Reconsidérons la configuration 1 précédente et montrons, par exemple, pour
v = 0.5, la non validité de la propriété 1 (cas 1).

d?ﬁ(aa C) = [Cc—a
d?ﬁ(ba C) = |Cc— bl

Comme les intervalles a et b sont situés symétriquement par rapport au
centre de la classe C, alors |C, — a.| = |C, — b.|, donc d%°(a,C) = d%>(b, C).
La propriété 1 (cas 1) est vérifiée.

Considérons la configuration 3 et calculons la distance d%-° entre I'intervalle
a, b et la classe:

dr*(a,C) = (IC|" - lal")/2
dr®(b,C) = (IC]” = [b]”)/2

Comme «a et b sont symétriquement situés par rapport au centre de la classe
C, alors d%5(a,C) = d%°(b,C'). La propriété 1 (cas 2) est vérifiée.
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Etude des propriétés d’une fonction d’appartenance fondée sur la

distance de Hausdorff

Etudions le cas de figure suivant :

Fic. 2.18:

On utilise la distance de Hausdorff pour calculer la distance des intervalles

a et balaclasse C:

ol
|
Il
ol

—C,
—C,

ol

|
< g
I

ol

Ainsi, dg(a,C) = dg(b,C); l'intervalle b est considéré aussi proche de la
classe que l'intervalle a. La propriété 3 (cas 2) n’est donc pas vérifiée.

Configuration 2

Fic. 2.19:

Les intervalles a et b ont des intersections de la méme amplitude avec la
classe C'; de plus |a|” > [b|”. Calculons la distance dy entre les intervalles a,

b et la classe C.
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dy(b,C) = [c—b|

Comme [¢ — @| = [¢ — b|, alors dg(a,C) = dg(b,C). Or Pamplitude de
I'intervalle a est supérieure a celle de 'intervalle b. La propriété 2 (cas 1) n’est
pas vérifiée.

Un jeu de configurations est utilisé pour illustrer les ressemblances et les
différences entre les mesures de distance et de dissimilarité abordées précé-
dement. Les deux symboles + et - marquent la cohérence, respectivement, la
non cohérence du résultat avec les propriétés (définies en 2.4.6) requises pour
une fonction d’appartenance. Les résultats sont récapitulés dans le tableau ci-

dessous.

dM dG dI dH Configurations
dM@) =M (b0) dg @O« d5 0.0 dI @0 = dI b,0) dH @l = dH b.0) a_., e b
! ‘
+ - + * ¢
d d a
M(a,C) >*M(b,C) d d R S —
600>%00 | 4 @0)>9 00 | dgao) = 4OO|
+ + + - ‘
J d de
M(a,Cl) <M @) d5(aCl) > d5(a C2) dI (@Cl) < dI @ C2) dH (aCll) < dH (aC2) ‘
' cl 2
+ - + +
3, L
dM(a,C) =IM(b,C) d5 @0) < dg bC 4 @0 =94 b0 dy@0) = dy b.C) C : !
; + +
«b
%
M@C) <MOO) | d50) <Ig 00| 4 @0 <4 6.0 | @) = dg®O | ;
+ + + - ‘
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2.4.7 Fonction d’appartenance fondée sur la distance de
MOORE

D’apres les résultats précédemment établits, nous proposons de définir un
codage flou fondée sur la distance proposée par MOORE et qui vérifie les pro-
priétés préalablement fixées. On définit la fonction d’appartenance ¢; comme
suit :

©; X — [0, 1]
d([24,Ti), Cy)
Z?:l dM([ﬁ? x_l]a Cj)

[z, T3] = (s, T]) =1 -

2.4.8 Comparaison des trois techniques de codage d’une
variable de type intervalle

Si I'objectif de I’AcM consiste a visualiser la variation intrinseque a chaque
objet, le codage par sommets est approprié. Dans un codage par sommets
toutes les techniques de découpages et les fonctions d’appartenance classiques
restent applicables. Chaque variable intervalle est décomposée, comme dans
le cas quantitatif, en modalités chacune représentant une région de valeurs
(faibles, moyennes, fortes, etc.). L’information de variation intrinseque a chaque
objet est déterminée a partir de ses sommets. Les classes, dans le codage par
sommets, sont définies a partir des bornes des intervalles en tant que des ob-
servations indépendantes, ceci risque d’engendrer la construction de classes
creuses, au sens des observations de type intervalle. Par ailleurs, si le nombre
de variables de type intervalle est important le codage par sommets devient
cotiteux, il est alors préférable d’adopter un codage croisé ou sans décomposi-
tion.

Les techniques de découpages et les fonctions d’appartenance classiques
restent également utilisables dans le codage croisé. Une modalité issue du co-
dage croisé caractérise non seulement une région de valeurs mais également
un niveau de variation. Par exemple, une modalité représente I’ensemble des
intervalles situés dans la régions [0,15] du domaine de la variable et dont les
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amplitudes varient entre [1,6]. Le codage croisé ne permet pas la visualisation
de la variation inhérente a chaque objet, cette information peut étre retrouvée
par l'interprétation des proximités des objets aux différentes modalités de la
variable.

Finalement, si 'objectif du codage consiste, d'une part, a construire des
classes d’effectifs égaux (au sens des observations de type intervalle), a I'aide
d’un histogramme, ou d'une fonction de répartition, d’autre part, a utiliser
une fonction d’appartenance vérifiant des propriétés particulieres rattachées
aux intervalles, alors le codage sans décomposition est le codage approprié.
Les modalités obtenues, comme dans le cas quantitatif, décrivent des régions
de valeurs formant une partition sur le domaine de la variable codée. L’inter-
prétation des positions des objets par rapport aux modalités dépendra de la
fonction d’appartenance utilisée.
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3.1 Application en reconnaissances de visages

La reconnaissance automatique de visages fait I’objet d’un intérét croissant
ces dernieres années, en particulier dans le cadre d’application de restriction et
de sécurisation d’acces (batiments, réseaux informatiques) et de la surveillance
de la vigilance (conducteurs). Le processus de reconnaissance de visages com-
porte trois phases successives : la description, la classification et I'identification.

La phase de description des visages consiste a extraire les caracté-
ristiques intrinseques du visage. On distingue deux techniques classiques de
description. La technique géométrique [Kanade73| consiste a décrire chaque
visage par un ensemble de parametres mesurant la position relative et la taille
des principaux éléments composant le visage (yeux, nez, bouche etc.). Dans la
deuxiéme technique dite globale [Turk et al.91], chaque visage représenté par
une image a 256 x 256 pixels est décrit par un vecteur a 2562 composantes
chaque composante mesure I'intensité ou le niveau de gris d’un pixel particulier
de I'image.

La phase de classification revient en général a 1’étude de la typologie
des visages précédement décrits. Pour cela, on utilise ’analyse en composantes
principales qu’on retrouve souvent sous le terme de méthode de Karhunen-
Loéve [Kirby et al.90]. Cette phase permet, d’'une part, de déterminer les prin-
cipaux groupes de visages ainsi que les descripteurs caractérisant chaque groupe ;
d’autre part, elle assure une fonction de compression d’images, puisque les
images de visages sont décrites en sortie dans un espace de dimension réduite.

La phase d’identification revient a comparer le jeu de parametres d’un
nouveau visage avec ceux contenus dans la base des visages, décrits et analysés
dans les phases précédentes. Une mesure de distance est efféctuée entre le vi-
sage a identifié et les visages de la base. L'image de la base donnant la meilleure
correspondance permet d’identifier la personne, si toutefois la distance n’est
pas trop élevée.
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3.1.1 Présentation de ’application

Cette application concerne un systeme de reconnaissance de visages fondé
sur 'utilisation de I’approche géométrique. Ce systeme s’inscrit dans le cadre
du projet AMIBE [Leroy et al.96], qui se propose d’expérimenter une interface
multimodale homme-machine intégrant le son et I'image pour un nombre limité
d’utilisateurs. L’utilisateur d’une telle interface est d’abord identifié par une
carte magnétique personnelle puis, tout au long de la transaction, 'utilisateur
est filmé de face et son identité est vérifiée en utilisant les modes paroles et
images.

3.1.2 Description des données

Dans cette application, la base de données des visages est constituée d’ac-
quisitions temporelles des visages de neuf personnes de sexe masculin. Ces
acquisitions sont faites en studio; les personnes sont de face sur fond uni-
forme avec des conditions d’éclairage identiques. Nous disposons pour chacune
des neuf personnes de données de trois séquences d’images. Chaque visage est
identifié par des distances (en nombre de pixels) calculées entre des points ca-
ractéristiques du visage (figure 3.1).

F1a. 3.1: Les descripteurs d’un visage
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Du fait de la mobilité de la téte, les positions des points ainsi que les dis-
tances caractérisant le visage varient lors des différentes prises de vues. Afin
de prendre en compte cette variation, chaque séquence d’images est décrite
par des données de type intervalle. Les données intervalles sont obtenues en
prenant la plus petite et la plus grande valeur observée au sein d’une méeme
séquence d’images.

Ainsi, la base de données des visages obtenue (tableau 3.1) donne la descrip-
tion de 27 séquences d’'images de visages a raison de 3 séquences par personne.
Les séquences sont décrites par 6 variables de type intervalle prenant en compte
la variation des images d’une personne lors des différentes prises de vues.

AD BC AN DH B GH
FRAI | [155.00,157.00] | [58.00,61.01] | [100.45,103.28] | [105.00,107.30] | [61.40,65.73] | [64.20,67.80]
FRA2 | [154.00,160.01] | [57.00,64.00] | [101.98,105.55] | [104.35,107.30] | [60.88,63.03] | [62.94,66.47]

111.20,113.22]

FRA3 154.01,161.00 57.00,63.00 [99.36,105.65] 101.04,109.04 60.96,65.60 60.42,66.40
HUS1 168.86,172.84 58.55,63.39 102.83,106.53 122.38,124.52 56.73,61.07 60.44,64.54
HUS2 169.85,175.03 60.21,64.38 102.94,108.71 120.24,124.52 56.73,62.37 60.44,66.84
HUS3 168.76,175.15 61.40,63.51 104.35,107.45 120.93,125.18 57.20,61.72 58.14,67.08
INC1 155.26,160.45 53.15,60.21 95.88,98.49 91.68,94.37 62.48,66.22 58.90,63.13
INC2 156.26,161.31 51.09,60.07 95.77,99.36 91.21,96.83 54.92,64.20 54.41,61.55
INC3 154.47,160.31 55.08,59.03 93.54,98.98 90.43,96.43 59.03,65.86, 55.97,65.80
ISA1 164.00,168.00 55.01,60.03 [120.28,123.04] [117.52,121.02] 54.38,57.45 50.80,53.25
ISA2 163.00,170.00 54.04,59.00 [118.80,123.04] [116.67,120.24] 55.47,58.67 52.43,55.23
ISA3 164.01,169.01 55.00,59.01 [117.38,123.11] [116.67,122.43] 52.80,58.31 52.20,55.47
JPL1 167.11,171.19 61.03,65.01 [118.23,121.82] [108.30,111.20] 63.89,67.88 57.28,60.83
JPL2 169.14,173.18] 60.07,65.07] [118.85,120.88] [108.98,113.17] 62.63,69.07] 57.38,61.62]
JPL3 169.03,170.11] 59.01,65.01] [115.88,121.38] [110.34,112.49] 61.72,68.25] 59.46,62.94]
KHA1 149.34,155.54] 54.15,59.14] [111.95,115.75] [105.36,111.07] 54.20,58.14] 48.27,50.61]

[ [

[ [

[ [

[ [

[ [ [ [
| | snna
KHA2 [149.34,155.32] [62.04,58.22] 105.36,111.07] [63.71,58.14] [49.41,52.80]
[ [ [ [
[ [ [ [
[ [ [ [

KHA3 150.33,157.26] 52.09,60.21] 109.04,112.70] 104.74,111.07] 55.47,60.03] 49.20,53.41]
LOT1 152.64,157.62] 51.35,56.22] 116.73,119.67] 114.62,117.41] 55.44,59.55] 53.01,56.60]
LOT2 154.64,157.62] 52.24,56.32] 117.52,119.67] 114.28,117.41] 57.63,60.61] 54.41,57.98]
LOT3 154.83,157.81 50.36,55.23 117.59,119.75 114.04,116.83 56.64,61.07 55.23,57.80
PHI1 163.08,167.07 66.03,68.07 115.26,119.60 116.10,121.02 60.96,65.30 57.01,59.82
PHI2 164.00,168.03 65.03,68.12 114.55,119.60 115.26,120.97 60.96,67.27 55.32,61.52
PHI3 161.01,167.00 64.07,69.01 116.67,118.79 114.59,118.83 61.52,68.68 56.57,60.11
ROM1 167.15,171.24 64.07,68.07 123.75,126.59 122.92,126.37 51.22,54.64 49.65,53.71
ROM2 168.15,172.14 63.13,68.07 122.33,127.29 124.08,127.14 50.22,57.14 49.93,56.94
ROM3 167.11,171.19 63.13,68.03 121.62,126.57 122.58,127.78 49.41,57.28 50.99,60.46

TAB. 3.1: Les données visages

3.1.3 Résultats dans le cadre de la méthode des som-
mets

On applique la méthode des sommets au tableau de données décrit en 3.1.
Les valeurs propres ainsi que les pourcentages d’inerties figurent dans le ta-
bleau 3.2. Nous constatons que les 3 premieres composantes principales resti-
tuent 83.34% de D'inertie totale.
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Méthode des sommets
Numéro | Valeurs propres | % d’inertie | Cumul
1 2.5602 42.67 42.67
2 1.7983 29.97 72.64
3 0.6422 10.70 83.34
4 0.4758 7.93 91.27
5 0.3351 5.58 96.85
6 0.1883 3.14 99.99

TAB. 3.2: Valeurs propres et pourcentage d’inertie

Description et représentation factorielle des visages

La description factorielle des séquences de visages, a un niveau o = 0, dans
I’espace défini par les 4 premieres composantes principales, est donnée par le
tableau 3.3.

Méthode des sommets

CP1 CP2 CP3 CP4
FRAT | [-2.66, -1.61] [0.27, 1.57] [-0.29, 1.00] [-0.52, 0.64]
FRA2 | [-2.49,-1.03] | [-0.11, 1.61] [-0.25, 1.01] [-0.60, 1.21]
FRA3 | [-2.99,-0.81] | [-0.40, 1.88] [-0.88, 1.20] [-0.87, 1.35]
HUST [-0.24, 1.10] [0.39, 2.05] [0.64, 2.13] [-1.13, 0.43]
HUS2 [-0.40, 1.41] [0.56, 2.65] [0.29, 2.32] [-1.22, 0.61]
HUS3 [-0.24, 1.42] [0.43, 2.52] [0.27, 2.17] -0.99, 0.53
INC1 3,77, -2.29 -0.67, 1.23 -0.80, 0.69 -0.68, 1.22
INC2 -3.66, -1.35 -2.05, 0.92 -0.88, 1.83 -0.91, 1.92
INC3 -4.02, -1.86 -1.20, 1.41 -1.01, 1.50 -0.55, 1.56
ISA1 0.80, 2.01 -1.83, -0.46 -0.58, 0.58 -1.10, 0.34
ISA2 0.37, 1.86 -1.71, -0.08 -0.64, 0.73 -1.48, 0.13
ISA3 0.41, 2.11 -1.84, -0.12 -0.58, 1.20 -1.35, 0.33
JPL1 -0.36, 0.92 0.54, 2.03 [-1.81, -0.43 | -1.05, 0.36
JPL2 -0.34, 1.17 0.48, 2.37 [-1.85, -0.07] -1.42, 0.34
JPL3 -0.52, 0.93 0.50, 2.28 [-1.56, 0.25] -1.47, 0.34
KHAT -1.18, 0.39 [-3.08, -1.46] [-1.19, 0.26] -0.19, 1.47
KHA2 | [-1.46,0.15] | [-3.17, -1.32] [-0.93, 0.61] [-0.54, 1.33]
KHA3 | [-1.71,0.25] | [-2.95, -0.72] [-1.25, 0.57] [-0.75, 1.57]
LOT1 [-0.74, 0.61] | [-2.51, -0.87] [-0.81, 0.61 ] [1.39, 0.17]
LOT?2 [-0.69, 0.40] | [-1.94, -0.62] [-0.80, 0.33] [-1.39, -0.12]
LOT3 [-0.82, 0.34] | [-2.12, -0.70] [-0.77, 0.52] [-1.70, -0.26]
PHIL [0.22, 1.51] [0.56, 1.84] [-1.40, -0.08] [-0.12, 1.05]
PHI2 [-0.09, 1.66] [0.33, 2.29] [-1.81, 0.22] [-0.53, 1.15]
PHI3 [-0.25, 1.38] [0.25, 2.25] [-2.01, -0.12 ] | [-0.58, 1.25]
ROM1 2.19, 3.45 -1.20, 0.29 ~0.51, 0.81 [0.09, 1.48]
ROM?2 1.85, 3.63 -1.30, 0.97 -0.83, 1.36 [-0.46, 1.50]
ROM3 1.48, 3.57 -1.33, 1.31 -0.79, 1.79 [-0.60, 1.60]

TAB. 3.3: Les quatre premieres composantes principales de type intervalle

Rappelons qu'une description factorielle de niveau « signifie que les coor-
données de type intervalle ont été obtenues en prenant en compte les coordon-
nées factorielles des sommets dont les contributions relatives sont supérieures
ou égales au seuil «. Les figures 3.2, 3.3 fournissent la représentation factorielle
des 27 séquences de visages dans les plans factoriels (PCy, PCsy) et (PCy, PC3)
de niveau a = 0.
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Fi1G. 3.3: Deuxiéeme plan factoriel de niveau 0
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Une meilleure représentation factorielle

Pour obtenir une représentation des principaux groupements de visages a
des niveaux de qualité de représentation plus élevés, on applique la procédure
itérative présentée en 1.2.11. On choisit particulierement les niveaux o = 0.2%
puis a = 0.6%. La représentation des visages avec une qualité supérieure ou
égale & 20% dans les deux premiers plans factoriels est donnée par les figures
3.4 et 3.5. De maniere similaire, on visualise dans les figures 3.6 et 3.7 les 27

séquences de visages avec une qualité de représentation supérieure ou égale a
60%.
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F1G. 3.4: Premier plan factoriel de niveau 0.2
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SKEIOX+D>O

Fi1G. 3.7: Deuxiéeme plan factoriel de niveau 0.6

Corrélations variables/composantes principales

L’étude des corrélations (voir tableau 3.4) nous révele une forte liaison,
d’une part, entre la premiere composante principale C'P; et les variables DH
a 89%, AH a 83% et AD & 64% et d’autre part, entre la deuxiéme composante
principale C'P;, et les variables, GH a 75%, BC a 66% et EH & 62%.

Méthode des sommets
CP1 CP2 CP3 CP4
AD | 0.6444 | 0.5889 | 0.1717 | -0.1771
BC | 0.4903 | 0.6663 | -0.1403 | 0.5375
AH | 0.8374 | -0.1968 | -0.3707 | -0.1884
DH | 0.8913 | 0.0885 | 0.1649 | -0.1954
EH | -0.4749 | 0.6248 | -0.5607 | -0.2268
GH | -0.4283 | 0.7554 | 0.3377 | -0.1746

TAB. 3.4: Corrélations entre les variables descriptives et les composantes prin-

cipales
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Parametres d’aide a ’'interprétation

Les contributions relatives, absolues et a l'inertie totale figurent, respecti-
vement, dans les tableaux ci-dessous. Rappelons que les parametres d’aide a
I'interprétation de chaque objet sont définis a partir des parametres d’aide a
I'interprétation de I’ensemble des sommets de cet objet.

Méthode des sommets Méthode des sommets
Contributions relatives Contributions absolues

CP1 CP2 CP3 CP4 CP1 CP2 CP3 CP4
FRA1 0.70 0.14 0.04 0.02 FRA1 0.07 0.02 0.01 0.01
FRA2 0.62 0.15 0.04 0.08 FRA2 0.05 0.02 0.01 0.03
FRA3 0.64 0.14 0.05 0.07 FRA3 0.06 0.02 0.01 0.03
HUS1 0.06 0.33 0.41 0.07 HUS1 0.00 0.03 0.12 0.02
HUS2 0.07 0.45 0.32 0.05 HUS2 0.01 0.06 0.11 0.02
HUS3 0.10 0.40 0.29 0.03 HUS3 0.01 0.05 0.10 0.01
INC1 0.86 0.03 0.01 0.04 INC1 0.13 0.01 0.01 0.03
INC2 0.61 0.08 0.08 0.10 INC2 0.09 0.02 0.05 0.07
INC3 0.77 0.04 0.05 0.05 INC3 0.13 0.01 0.03 0.04
ISA1 0.51 0.33 0.02 0.07 ISA1 0.03 0.03 0.00 0.02
ISA2 0.42 0.28 0.03 0.17 ISA2 0.02 0.02 0.01 0.05
ISA3 0.44 0.27 0.07 0.12 ISA3 0.02 0.02 0.02 0.03
JPL1 0.04 0.42 0.33 0.06 JPL1 0.00 0.04 0.08 0.02
JPL2 0.08 0.43 0.21 0.11 JPL2 0.00 0.05 0.07 0.04
JPL3 0.05 0.50 0.14 0.16 JPL3 0.00 0.04 0.04 0.05
KHA1 0.04 0.78 0.05 0.09 KHA1 0.00 0.11 0.02 0.05
KHA2 0.08 0.77 0.03 0.08 KHA2 0.01 0.11 0.01 0.03
KHA3 0.12 0.60 0.06 0.14 KHA3 0.01 0.08 0.02 0.05
LOT1 0.02 0.68 0.04 0.12 LOT1 0.00 0.06 0.01 0.04
LOT2 0.02 0.54 0.05 0.20 LOT2 0.00 0.04 0.01 0.05
LOT3 0.03 0.53 0.05 0.26 LOT3 0.00 0.04 0.01 0.09
PHI1 0.24 0.41 0.16 0.09 PHI1 0.01 0.03 0.04 0.02
PHI2 0.21 0.43 0.19 0.07 PHI2 0.01 0.04 0.05 0.02
PHI3 0.14 0.37 0.29 0.09 PHI3 0.01 0.04 0.08 0.03
ROM1 0.86 0.04 0.01 0.07 ROM1 0.12 0.01 0.01 0.06
ROM?2 0.83 0.04 0.05 0.05 ROM2 0.11 0.01 0.03 0.04
ROM3 0.73 0.06 0.08 0.05 ROM3 0.09 0.01 0.04 0.04

Discussion

Dans le premier plan factoriel de niveau 0 (figure 3.2), on distingue quatre
ou cing classes de visages: {Rowm, IsA}, {PHI1, JpL, Hus}, {Fra, Inc} {LoT,
KHA}. On constate un fort recouvrement entre les trois séquences d’images
d’une meéme personne ce qui traduit une cohérence des descriptions issues des
trois bandes-vidéo. La représentation par des rectangles révele une variation
similaire a 'intérieur des classes a ’exception de la classe INC qui présente une
variation légérement plus important que celle des autres classes de visages.

Dans le premier plan factoriel de niveau 0.2 (figure 3.4), les quatre classes de
visages sont beaucoup plus apparentes. D’une part, on constate que le groupe
{PH1, JpL, HUs} reste trés compacte, ce qui traduit une forte proximité entre
les visages PHI, JPL et HUS avec un degré de confiance de 20%. D’autre part,
on constate que ROM et ISA restent également proches a ’exception d’une
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Méthode des sommets
Contributions & l'inertie
FRA1 0.04
FRA2 0.03
FRA3 0.04
HUS1 0.03
HUS2 0.04
HUS3 0.04
INC1 0.07
INC2 0.06
INC3 0.07
ISA1 0.03
ISA2 0.02
ISA3 0.02
JPL1 0.03
JPL2 0.03
JPL3 0.03
KHA1 0.04
KHA2 0.04
KHA3 0.04
LOT1 0.03
LOT2 0.02
LOT3 0.02
PHI1 0.02
PHI2 0.03
PHI3 0.03
ROM1 0.06
ROM2 0.06
ROM3 0.06

séquence d’images associée a ROM dont la description se situe proche de celle
des visages du groupe {PHI, JPL, HUs}. Les visages LOT et KHA} restent
également proche, de méme pour les visages FRA et INC. A un niveau 0.6 (fi-
gure 3.6), les quatre groupes sont bien mis en évidence, on voit nettement la
grande proximité entre les trois séquences d’images d’'une méme personne.

Le sens des allongements des rectangles, des segments (vertical, horizontal)
constitue un élément important pour 'interprétation de la variance intrinseque
a chaque visage. En effet, considérant la figure 3.6, les visages RoM, FraA, INC
et ISA, représentés par des segments horizontaux, présentent une grande varia-
tion pour les variables fortement corrélées avec le premier axe factoriel C'P;, a
savoir DH, AH et AD. Par ailleurs, les visages Hus, KHA et LOT, représentés
par des segments verticaux, présentent une grande variation pour les variables
GH, BC et EH fortement corrélées avec le deuxieme axe factoriel CPs.

En nous ramenant au sens géométrique des descripteurs du visage, les va-
riables fortement liées a la premieére composante principale mesurent 1’allonge-
ment vertical du visage, alors que les variables caractérisant le deuxieme axe
principal décrivent plutot la largeur du visage.
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D’apres ces résulats, les visages allongés ou ovales se projettent dans des
régions de fortes valeurs pour la premiere composante principale, alors que les
visages plutot ronds ou larges se projettent dans des régions de fortes valeurs

pour la deuxiéme composante PC, (figure 3.8).

PC1
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PC2

Fic. 3.8:

3.1.4 Résultats dans le cadre de la méthode des centres

L’application de la méthode des centres au tableau de données défini en 3.1
revient a effectuer une analyse en composantes principales sur le tableau des
centres des intervalles ; les sommets de chaque hyper-rectangle sont projetés a
posteriori en supplémentaires. Les valeurs propres ainsi que les pourcentages

d’inertie figurent dans le tableau 3.5 suivant.

Méthode des centres
Numéro | Valeurs propres | % d’inertie | Cumul
1 2.788 46.5 46.5
2 2.044 34.1 80.6
3 0.547 9.1 89.7
4 0.324 5.4 95.1
5 0.234 3.9 99.9
6 0.062 1.0 100

TAB. 3.5: Valeurs propres et pourcentage d’inertie
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Description et représentation factorielle des visages

Rappelons que dans la méthode des centres, les composantes principales de
type intervalle sont définies a partir des coordonnées factorielles des sommets,
éléments supplémentaires dans 1’analyse. La description des 27 séquences de
visages dans l’espace factoriel des quatre premieres composantes principales
est donnée par le tableau 3.1.4.

Le principe de la représentation des objets est identique a celui de la
méthode des sommets. Les figures 3.9, 3.10 donnent la représentation fac-
torielle des 27 séquences de visages dans, respectivement, les plans factoriels
(PCl,PC'Q) et (PCI,PC:;)

Méthode des centres
CP1 CP2 CP3 CP4
FRAI | [-2.060,-1.747] | [0.236, 1.722] | [-0.376, 1.033] | [-0.778, 0.566]
FRA2 | [-2.729,-1.111] | [-0.197, 1.789] | [-0.372, 1.067] | [-0.804, 1.198]
FRA3 | [-3.286,-0.856] | [-0.523, 2.077] | [-1.032, 1.301] | [-1.092, 1.414]
HUST | [-0.374, 1.162] | [ 0.376, 2.284] | [0.772, 2.419] | [-1.231, 0.538]
HUS2 | [-0.583, 1.482] | [0.592, 2.975] | [0.355, 2.592] | [-1.343, 0.757]
HUS3 [-0.403, 1.506] [ 0.461, 2.822] [ 0.384, 2.418] [-1.085, 0.680]
INC1 | [-4.065,-2.381] | [-0.002, 1.289] | [-0.005, 0.744] | [-0.758, 1.362]
INC2 | [-3.909,-1.213] | [-2.509, 0.933] | [-0.954, 2.022] | [-0.986, 2.239]
INC3 -4.332,-1.837 -1.495, 1.469 -1.115, 1.615 -0.675, 1.786
ISA1 0.881, 2.239 -2.063,-0.477 -0.603, 0.708 -1.136, 0.465
ISA2 0.388, 2.038 -1.933,-0.073 -0.688, 0.868 -1.556, 0.200
ISA3 0.444, 2.355 -2.088,-0.112 -0.618, 1.388 -1.438, 0.455
JPL1 -0.567, 0.888 0.667, 2.379 -2.068,-0.536 -1.124, 0.457
JPL2 -0.593, 1.167 0.575, 2.764 -2.101,-0.145 -1.523, 0.461
JPL3 -0.782, 0.916 0.593, 2.645 -1.805, 0.206 -1.650, 0.441
KHA1 -1.097, 0.641 -3.507,-1.653 -1.280, 0.368 -0.212, 1.617
KHA?2 -1.429, 0.386 -3.645,-1.505 -0.993, 0.743 -0.626, 1.446
KHA3 -1.730, 0.468 -3.393,-0.817 -1.346, 0.714 -0.837, 1.743
LOT1 -0.794, 0.742 -2.864,-0.977 -0.874, 0.707 -1.647, 0.093
LOT2 | [-0.773, 0.472] | [-2.205,-0.687] | [-0.879, 0.376] | [-1.674,-0.225]
LOT3 | [0.928, 0.408] | [2.435,-0.778] | [-0.848, 0.586] | [2.006,-0.390]
PHIT | [0.114, 1.574] | [ 0.722, 2.178] | [-1.582,-0.030] | [-0.168, 1.156]
PHI2 | [-0.270, 1.740] | [ 0.454, 2.689] | [-2.017, 0.220] | [-0.634, 1.317]
PHI3 | [-0.450, 1.440] | [ 0.356, 2.671] | [-2.258,-0.168] | [-0.677, 1.358]
ROMI | [ 2.407, 3.838] | [-1.270, 0.436] | [-0.549, 0.902] | [0.198, 1.766]
ROM2 [ 1.961, 4.041] [-1.394, 1.200] [-0.899, 1.491] [-0.460, 1.811]
ROMS3 | [1.529, 3.978] | [-1.436, 1.585] | [-0.874, 1.918] | [-0.689, 1.901]

TAB. 3.6: Les quatres premieres composantes principales de type intervalle

Remarquons que, dans la méthode des centres, on peut également utiliser
la procédure itérative puisque les cosinus des sommets, éléments inactifs dans
I’analyse, gardent un sens.
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Fic. 3.9:

Fic. 3.10:
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Corrélations variables/composantes principales

Les corrélations entre les variables et les quatres premieres composantes
principales sont :

Méthode des centres

CP1 CP2 CP3 CP4

AD | 0.640 0.648 0.174 | - 0.094
BC | 0.496 0.736 | - 0.140 | 0.423
AH | 0.862 | -0.164 | - 0.418 | - 0.189
DH | 0.910 0.130 0.205 | - 0.193
EH | - 0.559 | 0.655 | - 0.464 | - 0.177
GH | - 0.500 | 0.780 0.255 | - 0.180

TAB. 3.7: Corrélations entre variables descriptives et composantes principales
Les parametres d’aide a ’'interprétation

Les tableaux ci-dessous donnent les contributions relatives, absolues et a
I'inertie totale des 27 séquences de visages projetées. Signalons que, dans la
méthode des centres, on estime les parametres d’aide a l'interprétation des
objets par ceux de leur centre.

Méthode des centres
Contributions relatives
CP1 CP2 CP3 CP4
FRA1 0.743 0.128 0.014 0.001
FRA2 0.709 0.122 0.023 0.007
FRA3 0.827 0.116 0.004 0.005
HUS1 0.033 0.372 0.535 0.025
HUS2 0.035 0.559 0.382 0.015
HUS3 0.059 0.526 0.383 0.008
INC1 0.953 0.003 0.001 0.008
INC2 0.750 0.071 0.033 0.045
INC3 0.935 0.000 0.006 0.030
ISA1 0.552 0.365 0.001 0.026
ISA2 0.457 0.312 0.003 0.143
ISA3 0.522 0.322 0.039 0.064
JPL1 0.006 0.515 0.377 0.025
JPL2 0.017 0.564 0.255 0.057
JPL3 0.001 0.672 0.164 0.094
KHA1 0.007 0.889 0.028 0.066
KHA2 0.038 0.929 0.002 0.024
KHA3 0.075 0.839 0.019 0.039
LOT1 0.000 0.807 0.002 0.132
LOT2 0.007 0.622 0.019 0.268
LOT3 0.016 0.601 0.004 0.334
PHI1 0.177 0.522 0.161 0.061
PHI2 0.129 0.591 0.193 0.028
PHI3 0.055 0.510 0.328 0.026
ROM1 0.888 0.016 0.003 0.088
ROM?2 0.935 0.001 0.009 0.047
ROM3 0.884 0.001 0.032 0.043

Méthode des centres
Contributions absolues
FRA1 0.074 0.017 0.007 0.001
FRA2 0.049 0.011 0.008 0.004
FRA3 0.057 0.011 0.001 0.003
HUS1 0.002 0.032 0.172 0.014
HUS2 0.003 0.058 0.147 0.010
HUS3 0.004 0.049 0.133 0.005
INC1 0.138 0.001 0.000 0.010
INC2 0.087 0.011 0.019 0.045
INC3 0.126 0.000 0.004 0.035
ISA1 0.032 0.029 0.000 0.013
ISA2 0.020 0.018 0.001 0.052
ISA3 0.026 0.022 0.010 0.028
JPL1 0.000 0.042 0.115 0.013
JPL2 0.001 0.051 0.085 0.032
JPL3 0.000 0.047 0.043 0.042
KHA1 0.001 0.121 0.014 0.056
KHA2 0.004 0.120 0.001 0.019
KHA3 0.005 0.080 0.007 0.023
LOT1 0.000 0.067 0.000 0.069
LOT2 0.000 0.038 0.004 0.103
LOT3 0.001 0.047 0.001 0.164
PHI1 0.009 0.038 0.044 0.028
PHI2 0.007 0.045 0.055 0.013
PHI3 0.003 0.042 0.100 0.013
ROM1 0.129 0.003 0.002 0.110
ROM2 0.120 0.000 0.006 0.052
ROM3 0.101 0.000 0.018 0.042
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Méthode des centres
Contributions & l'inertie
FRA1 0.046
FRA2 0.032
FRA3 0.032
HUS1 0.029
HUS2 0.035
HUS3 0.032
INC1 0.067
INC2 0.054
INC3 0.063
ISA1 0.027
ISA2 0.020
ISA3 0.023
JPL1 0.028
JPL2 0.031
JPL3 0.024
KHA1 0.046
KHA2 0.044
KHA3 0.033
LOT1 0.028
LOT2 0.021
LOT3 0.027
PHI1 0.025
PHI2 0.026
PHI3 0.028
ROM1 0.068
ROM2 0.059
ROM3 0.053

Discussion
Rappelons que dans la méthode des centres les axes factoriels d’inertie ne sont
déterminés qu’a partir des centres des hyper-rectangles, la variation est res-
tituée (visualisée) en sortie par projection des sommets en tant qu’éléments
supplémentaires.

La représentation factorielle des 27 séquences d’images révele des résul-
tats comparables a ceux obtenus par la méthode des sommets. En effet, on
constate d'une part un fort recouvrement des 3 séquences d’images associées
a une méme personne; d’autre part, on distingue quatre classes de visages:
{Inc, Fra}, {Lot, Kua}, {Rowm, Isa} et {Hus, JrL, PHI1}.

Les corrélations rejoignent celles obtenues dans le cas de la méthode des
sommets : les variables fortement liées a la premiere composante principale me-
surent l'allongement vertical du visage, alors que les variables caractérisant le
deuxieme axe principal décrivent plutot la largeur du visage. Toutes les inter-
prétation faites dans la méthode des sommets restent ici valables.

Remarquons qu’il n’est pas étonnant que les résultats issus de la mé-
thode des sommets soient similaires a ceux obtenus dans le cas de la mé-
thode des centres. En effet, le fait que les visages soient décrits par des inter-
valles de faibles amplitudes et que les variations intrinseques aux visages soient,
presques équivalentes engendrent un nuage des sommets des hyper-rectangles
tres proche de celui des centres.
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3.2 Application en statistique officielle sur la
confidentialité des données

3.2.1 Introduction

Il existe des données qui, pour des raisons de sécurité, ne peuvent étre di-
vulguées telles qu’elles sont a l'origine. De telles données subissent d’abord un
codage avant d’étre communiquées en vue de traitements divers.

Le codage des données confidentielles doit masquer les données d’origine
tout en conservant au mieux 'information (structure des données, propriétés
statistiques des données, etc.) apportée par ces données. Dans le cas ou les
données sont destinées a etre traitées par des méthodes d’analyse des données
ou de statistique, 'information apportée s’exprime en terme d’inertie ou de va-
riance. Les techniques de codage des données confidentielles, souvent fondées
sur la suppressions des données, I'agrégation et I'estimation par des valeurs
centrales etc., sont confrontées au probleme de la réduction de la variance.

On présente, dans un premier temps, une technique de codage des données
confidentielles fondée sur la micro-agrégation des données [Defays et al.93],
[Anwar93]. On propose la modification de cette technique par 'utilisation d'un
codage par sommets. On compare les variances prises en compte dans le cas
de ces deux techniques et on montre le gain effectué sur la variance grace a
I'utilisation du codage par sommets.

3.2.2 Masquage des données par micro-agrégation

Le principe du codage par micro-agrégation se décompose en trois étapes.
Dans la premiere, on trie les observations prises par une variable donnée et on
étiquette chaque individu du rang de 'observation associée. Dans la deuxieme,
on construit des groupes de k observations successives, a partir des observa-
tions triées. Finalement, dans la derniere étape, on code chaque observation
par la moyenne des observations du groupe auquel elle appartient. Dans le
cas de plusieurs variables, on procede au meéme traitement séparément pour
chacune.
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Soit xq,...,x, les valeurs prises par la variable X pour n individus. On
suppose, ce qui ne restreint pas la généralité, que les observations sont triées.
L’agrégation des k observations successives et le codage de chaque groupe par
la valeur la plus représentative (i.e. le centre, le mode, etc.) sont donnés par le
tableau suivant :

N? groupe | X | Poids | Centre | Codage
T T T
1 Ly P1 Le
: : c :
. xl .
1 1 1
wnl pn1 'I.c
r ‘s T
r x) Py x
: c :
: : xg
T T T
an pnr '%‘C

TAB. 3.8: Données confidentielles d’origine et codage par les centres des groupes
On note p; = 312, p! le poids du groupe j.

3.2.3 Micro-agrégation par intervalle

L’idée est simple: apres la construction des groupes en k observations,
on propose de coder chaque observation par 'intervalle de variation incluant
toutes les observations du groupe auquel elle appartient. On procede de méme
pour I’ensemble des variables quantitatives. Un codage par sommets est ensuite
effectué.

N° groupe X Poids | Intervalle | Codage
x% p% [z1,71]
1 : : [z1,71] :
T | P, 21, 71]
Ty pY [z, Z7]
r : : [, 7]
ah, | PR, [0, Tr]

TAB. 3.9: Données confidentielles d’origine et codage par intervalles
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3.2.4 Comparaisons des variances

On s’intéresse dans cette section a la comparaison de la variance prise en
compte a la suite d’un codage par les centres et celle issue d’un codage fondé
sur les intervalles de variation caractérisant les groupes. Pour tenir compte de
la distribution intrinseque a chaque groupe, on propose de pondérer les bornes
de chaque intervalle [z}, T;] par, respectivement, les coefficients p; et p;

pi+p =1
s — J
pi%T; + DT = T
ainsi, le centre de gravité des bornes x; et T; coincide avec la valeur repré-
) J J

sentant au mieux cet intervalle. Dans le cas d'un codage par les centres, la
variance V. prise en compte est :

Ve = éépf(xi—Z)Q (3.1)
- e XPEH =YXy 62

ol X, est la moyenne a la suite du codage par les centres, p{ le poids de
I'individu ¢ du groupe j et p; le poids du groupe j. D’autre part, la variance
prise en compte a la suite d’un codage par sommets est :

Vo = ii@?&(ﬁ - X%+ pipi(T - X0)?) (3.3)
= ilpj<&<ﬁ—75>2+p—j(w—j—75)2) (3.4)

ol X, est la moyenne issue d’un codage par sommets. Nous vérifions aisément
que les moyennes X, X, sont égales a la moyenne X des données confidentielles
avant le codage. L’écart entre les variances Vs et V. est alors:

Vi— Ve = > plppi(a5 — 3))° (3.5)
j=1
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ou encore:

Vi = V.+E (3.6)
ou E = Y7_, p'p;p;(T; — x;)* désigne le facteur amplitude.

La démonstration de la relation établie en 3.5 est la méme que celle effectuée
dans la section 1.5 pour comparer la variance dans la méthode des sommets et
des centres. Comme E > 0, alors:

V, >V, (3.7)

Ce résultat montre que la variance V, issue d'un codage des données confi-
dentielles par les centres des groupes est toujours inférieure a la variance V
issue d'un codage des groupes par l'intervalle décrivant la variation au sein
du groupe. Cette proposition constitue une ouverture quant a 1’'utilisation des
données intervalles pour le masquage des données confidentielles.

Ce travail est en cours de développement et d’important aspects restent a
explorer et a étudier pour ’enrichissement et 1’optimisation des méthodes de
codages des données confidentielles. Dans le cas, par exemple, ou les valeurs
extrémes prises par les groupes ne peuvent pas également étre divulguées, on
pense a un type de normalisation des variables intervalles qui puisse, tout en
masquant les valeurs extrémes, conserver les propriétés statistiques de ces va-
riables.

3.2.5 Application a des statistiques européennes sur le
chomage

Considérons le tableau suivant donnant la description du chomage des
hommes, des femmes, des moins de 25 ans et des plus de 25 ans dans les ré-
gions de trois pays européens en avril 1995 et en avril 1996. Ces données sont
extraites de la publication “Statistiques en bref” parue en 1996 [Eurostat97]:
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Pays Régions Homme Femme < 25 ans > 25ans
95 96 95 96 95 96 95 96
BRUX 12.8 13.6 14.0 14.8 33.3 34.4 11.4 12.5
HAIN 13.3 13.1 19.6 19.5 39.2 37.8 12.9 13.2
Belgique LIEG 12.7 10.3 15.9 16.6 29.4 28.1 10.7 11.2
NAMU 10.2 9.6 15.4 15.2 35.4 30.9 9.8 9.9

STUT 5.2 5.7 5.5 5.4 6.2 6.8 5.2 5.4

BAYE 4.7 5.4 5.2 5.2 4.9 6.2 4.7 5.1

Allemagne HAMB 7.7 9.1 6.6 6.8 8.9 10.7 7.0 7.8
HESS 6.0 6.7 6.3 6.2 7.5 9.1 5.9 6.2
GALI 13.9 15.5 21.6 24.0 34.2 39.3 14.7 15.9
ASTU 17.0 18.0 27.6 29.3 51.5 51.9 16.4 17.6
Espagne MADR 17.2 16.4 26.1 27.0 40.3 45.1 17.1 16.2
ANDA 28.1 27.2 42.4 41.0 50.9 49.4 28.7 28.4
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On applique I’AcP classique au tableau ci-dessus ; la représentation des 12

régions dans le premier plan factoriel est :

Facteur 2

[* DA
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*HAIN

*BRUX
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.

. e
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BAYE

+

Micro-agrégation par les centres

i}

Facteur 1

On procede au tri, par ordre croissant, des observations de chaque va-
riable. On construit ensuite des groupes de k£ = 4 observations successives.
On constate que chaque groupe ainsi construit se compose des observations
des régions d’'un meéme pays, a 1’exception des groupes associés a la variable
représentant les moins de 25 ans en 1995. La micro-agrégation par les centres
revient a substituer chaque observation du tableau des données d’origine par la
moyenne des observations du groupe auquel elle appartient. Les données ainsi

codées sont :
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Régions Homme Femme < 25 ans > 25 ans
95 96 95 96 95 96 95 96
BRUX 12.25 11.65 16.225 16.525 33.075 32.8 11.2 11.7
HAIN 12.25 11.65 16.225 16.525 45.475 32.8 11.2 11.7
LIEG 12.25 11.65 16.225 16.525 33.075 32.8 11.2 11.7
NAMU 12.25 11.65 16.225 16.525 33.075 32.8 11.2 11.7
STUT 5.9 6.725 5.9 5.9 6.875 8.2 5.7 6.125
BAYE 5.9 6.725 5.9 5.9 6.875 8.2 5.7 6.125
HAMB 5.9 6.725 5.9 5.9 6.875 8.2 5.7 6.125
HESS 5.9 6.725 5.9 5.9 6.875 8.2 5.7 6.125
GALI 19.05 19.275 29.425 30.325 33.075 46.425 19.225 19.525
ASTU 19.05 19.275 29.425 30.325 45.475 46.425 19.225 19.525
MADR 19.05 19.275 29.425 30.325 45.475 46.425 19.225 19.525
ANDA 19.05 19.275 29.425 30.325 45.475 46.425 19.225 19.525

La matrice de variance-covariance associée est :

H95 28.83

H96 27.57 26.66

F95 51.63 49.64 92.70

F96 53.61 51.57 96.27 99.99

M2595 77.23 70.79 135.50 140.44 258.91
M2596 83.50 78.31 148.12 153.67 240.25 250.22
P2595 29.71 28.67 53.43 55.50 76.78 84.63 30.84
P2596 29.42 28.37 52.90 54.95 76.40 84.00 30.52 30.21

ot les variables H95, H96, F95, F'96, M2595,M 2596, P2595, P2596 décrivent
le chomage, respectivement, pour les hommes en 95 et en 96, pour les femmes
en 95 et en 96, pour les moins de 25 ans en 95 et en 96, finalement pour les
plus de 25 ans en 95 et en 96. On applique I’Acp classique au tableau issu de
la micro-agrégation par les centres; la représentation des 12 régions dans le
premier plan factoriel est alors:

Facteur 2
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Micro-agrégation des données confidentielles par intervalles

Apres le tri de chaque variable et la construction des groupes composés des
k = 4 valeurs successsives, la micro-agrégation par intervalles consiste a coder
chaque observation du tableau de départ par le plus petit intervalle incluant
toutes les observations du groupe auquel elle appartient. Les données ainsi
codées sont :

Régions Homme Femme < 25 ans > 25 ans
95 96 95 96 95 96 95 96

BRUX 10.20,13.30 9.60,13.60 14.00,19.60 14.80,19.50 29.40,35.40 28.10,37.80 9.80,12.90 9.90,13.20
HAIN 10.20,13.30 9.60,13.60 14.00,19.60 14.80,19.50 39.20,51.50 28.10,37.80 9.80,12.90 9.90,13.20
LIEGE 10.20,13.30 9.60,13.60 14.00,19.60 14.80,19.50 29.40,35.40 28.10,37.80 9.80,12.90 9.90,13.20
NAMU 10.20,13.30 9.60,13.60 14.00,19.60 14.80,19.50 29.40,35.40 28.10,37.80 9.80,12.90 9.90,13.20
STUT 4.70,7.70 5.40,9.10 5.20,6.60 5.20,6.80 6.20,8.90 6.20,10.70 5.20,7.00 5.10,7.80
BAYE 4.70,7.70 5.40,9.10 5.20,6.60 5.20,6.80 6.20,8.90 6.20,10.70 5.20,7.00 5.10,7.80
HAMB 4.70,7.70 5.40,9.10 5.20,6.60 5.20,6.80 6.20,8.90 6.20,10.70 5.20,7.00 5.10,7.80
HESS 4.70,7.70 5.40,9.10 5.20,6.60 5.20,6.80 6.20,8.90 6.20,10.70 5.20,7.00 5.10,7.80
GALI 13.90,28.10 15.50,27.20 21.60,42.4 24.00,41.00 29.40,35.4 39.30,51.90 14.70,28.70 15.90,28.4
ASTU 13.90,28.10 15.50,27.20 21.60,42.40 24.00,41.00 39.20,51.50 39.30,51.90 14.70,28.70 15.90,28.40
MADR 13.90,28.10 15.50,27.20 21.60,42.40 24.00,41.00 39.20,51.50 39.30,51.90 14.70,28.70 15.90,28.40
ANDA 13.90,28.10 15.50,27.20 21.60,42.40 24.00,41.00 39.20,51.50 39.30,51.90 14.70,28.70 15.90,28.40

La matrice de variance-covariance (des sommets) associée est :

H95 55.62
H96 35.89 48.64
F95 5.26 62.63 153.39
F96 66.23 63.53 116.28 144.16
M2595 80.81 74.74 145.18 147.61 262.22
M2596 89.20 83.75 158.77 161.31 228.23 260.58
P2595 39.53 38.19 69.08 70.09 83.74 93.23 59.41
P2596 39.86 38.55 69.61 70.62 83.83 93.59 42.38 57.30

On applique la méthode des sommets aux données issues de la micro-
agrégation par intervalles; la figure 3.11 donne la représentation des 12 régions
dans le premier plan factoriel.

Discussion

Dans le cas de la micro-agrégation par les centres, la représentation, dans le
premier plan factoriel, des 12 régions est assez réductrice; on a aucune appré-
ciation concernant la variation du chémage au sein de ces pays. Ce plan renvoie
I’évolution du chomage entre les trois pays: chomage élevé en Espagne, moyen
en Belgique et faible en Allemagne. Le premier plan factoriel représentant les
données d’origine révele une grande variation du chomage entre les régions
d’Espagne ot il est le plus élevé, cette fluctuation est moins importante en
Belgique; en revanche, en Allemagne le chomage atteint les valeurs les plus
basses et une variation tres faible entre les régions. On retrouve bien ces infor-
mations dans le premier plan factoriel obtenu par ’application de la méthode




162 Chapitre 8. Applications

des sommets aux données issues de la micro-agrégation par intervalles. En
conclusion, la micro-agrégation par intervalles a permis, tout en divulguant les
observations du chomage rattachées a chaque région, de restituer et de visuali-
ser la variation du chomage entre les trois pays et entre les régions d’un méme

pays.

Fic. 3.11:
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3.3 Application sur les données [ris

L’objet de cette section et de vérifier la validité de la méthode des sommets
et de la méthode des centres a travers un jeu de données connu: les Iris de
FisHER. Les données Iris comportent la description de trois classes: Setosea,
Virginica et Versicolor. On dispose de 50 observations pour chaque classe. Les
Iris sont décrits par quatre variables quantitatives: la longueur et la largeur
des pétales, la longueur et la largeur des sépales.

3.3.1 Construction des données intervalles

Pour décrire les Iris par des données de type intervalle, on propose de
construire, au sein de chaque classe, des groupes de k observations (on choisit
k = 5); chaque groupe ainsi obtenu est décrit par un intervalle défini par la
plus petite et la plus grande valeur prise par une variable pour ce groupe.
On obtient ainsi un tableau de données a 30 lignes et 4 colonnes (tableau
3.10) donnant la description de 30 objets Iris décrits par 4 variables de type
intervalle.

Classe Longueur Sépale Largeur Sépale Longueur Pétale Largeur Pétale
S1 [4.60,5.10] [3.00,3.60] [1.30,1.50] [0.20,0.20]
S2 [4.40,5.40] [2.90,3.90] [1.40,1.70] [0.10,0.40]
S3 [4.30,5.80] [3.00,4.00] [1.10,1.60] [0.10,0.20]
S4 [5.10,5.70] [3.50,4.40] [1.30,1.70] [0.30,0.40]
S5 [4.60,5.40] [3.30,3.70] [1.00,1.90] [0.20,0.50]
S6 [4.70,5.20] [3.00,3.50] [1.40,1.60] [0.20,0.40]
S7 [4.80,5.50] [3.10,4.20] [1.40,1.60] [0.10,0.40]
S8 [4.40,5.50] [3.00,3.50] [1.20,1.50] [0.10,0.20]
S9 [4.40,5.10] [2.30,3.80] [1.30,1.90] [0.20,0.60]
S10 [4.60,5.30] [3.00,3.80] [1.40,1.60] [0.20,0.30]
Vel [5.50,7.00] [2.30,3.20] [4.00,4.90] [1.30,1.50]
Ve2 [4.90,6.60] [2.40,3.30] [3.30,4.70] [1.00,1.60]
Ve3 [5.00,6.10] [2.00,3.00] [3.50,4.70] [1.00,1.50]
Ved [5.60,6.70] [2.20,3.10] [3.90,4.50] [1.00,1.50]
Ve [5.90,6.40] [2.50,3.20] [4.00,4.90] [1.20,1.80]
Ve6 [5.70,6.80] [2.60,3.00] [3.50,5.00] [1.00,1.70]
VeT7 5.40,6.00 2.40,3.00 3.70,5.10 1.00,1.60
Ve8 5.50,6.70 2.30,3.40 4.00,4.70 1.30,1.60
Ve9 5.00,6.10 2.30,3.00 3.30,4.60 1.00,1.40

VelO 5.10,6.20 2.50,3.00 3.00,4.30 1.10,1.30
Vil 5.80,7.10 2.70,3.30 5.10,6.00 1.80,2.50
Vi2 4.90,7.60 2.50,3.60 4.50,6.60 1.70,2.50
Vi3 5.70,6.80 2.50,3.20 5.00,5.50 1.90,2.40
Vi4 6.00,7.70 2.20,3.80 5.00,6.90 1.50,2.30
Vi5 5.60,7.70 2.70,3.30 4.90,6.70 1.80,2.30
Vié 6.10,7.20 2.80,3.20 4.80,6.00 1.60,2.10
Vi7 6.10,7.90 2.60,3.80 5.10,6.40 1.40,2.20
Vi8 6.00,7.70 3.00,3.40 4.80,6.10 1.80,2.40
Vi9 5.80,6.90 2.70,3.30 5.10,5.90 1.90,2.50

Vilo 5.00,6.70 2.50,3.40 5.00,5.40 1.80,2.30

TAB. 3.10: Description des données Iris par des données intervalles
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3.3.2 Résultats dans le cadre de la méthode des som-

mets

On applique la méthode des sommets aux objets Iris décrits dans le tableau
3.10. Les valeurs propres ainsi que les pourcentages d’inertie figurent dans le

tableau 3.11.

Chapitre 8. Applications

Méthode des sommets
Numéro | Valeurs propres | % d’inertie | Cumul
1 2.6111 65.28 65.28
2 0.8624 21.56 86.84
3 0.4199 10.49 97.33
4 0.1066 2.67 100

TAB. 3.11: Valeurs propres et pourcentage d’inertie

Représentation factorielle des Iris

La figure 3.12 fournit la représentation factorielle des 30 objets Iris dans le
plan factoriel de niveau oo = 0. Appliquons la procédure itérative de visualisa-

tion au seuil o = 0.2, puis au seuil o = 0.6.

F1G. 3.12: Représentation des Iris dans le premier plan factoriel de niveau 0
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H I

F1G. 3.13: Représentation des Iris dans le premier plan factoriel de niveau 0.2

F1G. 3.14: Représentation des Iris dans le premier plan factoriel de niveau 0.6
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Corrélations variables/composantes principales

L’étude des corrélations montre que le premier axe factoriel caractérise les
variables LAP, LoP et L0s; alors que le deuxieme axe caractérise la variable
Las.

Méthode des sommets
CP1 CP2 CP3 CP4
Los | 0.7951 | 0.3130 | 0.5193 | 0.0150
Las | -0.4843 | 0.8646 | -0.1334 | -0.0100
Lop | 0.9409 | 0.0796 | -0.2280 | -0.2377
Lap | 0.9269 | 0.1025 | -0.2837 | 0.2232

TaB. 3.12: Corrélations entre les variables descriptives et les composantes prin-
cipales

Discussion

Les plans factoriels de seuils 0, 0.2 et 0.6 révelent, d’une part, une nette
séparation entre la classe Setosea et les deux classes Virginica et Versicolor;
d’autre part, un fort recouvrement entre les objets Iris issus d’une méme classe.
Le recouvrement entre les classes Virginica et Versicolor est fortement présent
jusqu’a une qualité de représentation de 60%. La méthode itérative de visua-
lisation permet de distinguer les objets des classes Virginica et Versicolor qui
contribuent le plus au recouvrement entre ces deux classes. On distingue dans
le plan de niveau 0.6 les objets Ves et Veg de la classe des Versicolor en re-
couvrement avec les objets Viy, Vig, Vis, Vi, Vig, Vig et Vi de la classe
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Virginica. D’autre part, le plan factoriel de niveau 0.6 révele que les objets Veg,
Ves, Vesg et Veg de la classe des Versicolor présentant un allongement vertical
sont caractérisés par une grande variation au niveau de la largeur des sépales
(Las corrélé a 86% avec PCsy). En revanche, les autres objets présentant un
allongement horizontal, particulierement Vey et Sg sont caractérisés par une
grande variation au niveau de la longueur et la largeur des pétales (Lap corrélé
a 92% et Lop corrélé a 94% avec PCh).



168

Chapitre 8. Applications

3.4 Application du codage croisé en ACM

3.4.1 Description des données

On considere la description de 13 races de chiens par 5 variables dont 2 de
type intervalle (Hauteur-garrot, Poids) et 3 variables qualitatives ( Vélocité & 3
modalités, Agressivité a 2 modalités et Fonctions a 3 modalités). Les intervalles
de variation des variables Hauteur-garrot et Poids figurent dans les documents

de la Fédération de Cynologie Internationale.

Races Hauteur-Garrot Poids Vélocité Agressivité Fonctions
- + ++ - + Compagnie Chasse Utile

caniche 20,35 [15,25] 0 1 0 1 0 1 0 0
chihuahua 16,20 [0.9,3.5] 1 0 0 1 0 1 0 0
pékinois 20,25 [3,5] 1 0 0 1 0 1 0 0
basset 26,40 15,23 1 0 0 0 1 0 1 0
pointer 60,65 25,35 0 0 1 1 0 0 1 0
setter 53,62 20,32 0 0 1 1 0 0 1 0
labrador 54,62 20,32 0 1 0 1 0 0 1 0
lévrier 55,76 25,48 0 0 1 1 0 0 1 0
mastiff 75 100 1 0 0 0 1 0 0 1
ber-allema 58,65 26,34 0 0 1 0 1 0 0 1
dog-allema 76,80 50,70 0 0 1 0 1 0 0 1
doberman 68,70 20,26 0 0 1 0 1 0 0 1
saint-bern 70 55 ,80] 1 0 0 0 1 0 0 1

TAB. 3.13: Description des 13 races de chiens

3.4.2 Codage linéaire croisé

On note Hmin, Hmax, Pmin,Pmax les variables numériques formées par
I’ensemble des bornes inférieures, respectivement, supérieures des variables

Hauteur-Garrot et Poids:

Races Hmin Hmax Pmin Pmax
caniche 20 35 15 25
chihuahua 16 20 0.9 3.5
pékinois 20 25 3 5
basset 26 40 15 23
pointer 60 65 25 35
setter 53 62 20 32
labrador 54 62 20 32
lévrier 55 76 25 48
mastiff 75 75 100 100
ber-allema 58 65 26 34
dog-allema 76 80 50 70
doberman 68 70 20 26
saint-Bern 70 70 55 80

TAB. 3.14: Description des 13 races de chiens
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On propose un découpage par histogramme puis "application d'un codage
linéaire des variables numériques obtenues. L’étude des histogrammes (figures
3.15 et 3.16) suggere un découpage des variables Hmin,Hmax, Pmin et Pmax
en 2 modalités, chacune représentant des régions de faibles et de fortes valeurs.
La variable Hmin, par exemple, est découpée en deux régions: celle des valeurs

faibles

Fréquences

Fréquences

pplication du codage croisé en ACM

[16,40] et celle des valeurs fortes [40, 76].

Histogramme de la variable Hmin Histogramme de la variable Hmax
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Le codage linéaire [Gallego82] en deux modalités des variables numériques

Hmin, Hmaz est alors:

Races Hmin Hmax
- + - +
caniche 0.9333 0.0667 0.7500 0.2500
chihuahua 1.0000 0 1.0000 0
pékinois 0.9333 0.0667 0.9167 0.0833
basset 0.8333 0.1667 0.6667 0.3333
pointer 0.2667 0.7333 0.2500 0.7500
setter 0.3833 0.6167 0.3000 0.7000
labrador 0.3667 0.6333 0.3000 0.7000
lévrier 0.3500 0.6500 0.0667 0.9333
mastiff 0.0167 0.9833 0.0833 0.9167
ber-allema 0.3000 0.7000 0.250 0 0.7500
dog-allema 0 1.0000 0 1.0000
doberman 0.1333 0.8667 0.1667 0.8333
saint-bern 0.1000 0.9000 0.1667 0.8333

TAB. 3.15: Codage linéaire en 2 classes: valeurs faibles -, valeurs fortes +

Le codage linéaire croisé de la variable Hauteur-Garrot en (2 x 2) modali-
tés H——, H—+ , H+ — et H++ est:

Hauteur-Garrot

Races H- - H+ - H- + H+ +
caniche 0.7000 0.0500 0.2333 0.0167

chihuahua 1.0000 0 0 0
pékinois 0.8556 0.0611 0.0778 0.0056
basset 0.5556 0.1111 0.2778 0.0556
pointer 0.0667 0.1833 0.2000 0.5500
setter 0.1150 0.1850 0.2683 0.4317
labrador 0.1100 0.1900 0.2567 0.4433
lévrier 0.0233 0.0433 0.3267 0.6067
mastiff 0.0014 0.0819 0.0153 0.9014
ber-allema 0.0750 0.1750 0.2250 0.5250
dog-allema 0 0 0 1.0000
doberman 0.0222 0.1444 0.1111 0.7222
saint-bern 0.0167 0.1500 0.0833 0.7500

TAB. 3.16: Codage linéaire croisé en 4 modalités

De maniere similaire, le codage linéaire des variables Pmin, Pmaz est:
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Races Pmin Pmax

- + - +
caniche 0.8577 0.1423 0.7772 0.2228

chihuahua 1.0000 0 1.0000 0
pékinois 0.9788 0.0212 0.9845 0.0155
basset 0.8577 0.1423 0.7979 0.2021
pointer 0.7568 0.2432 0.6736 0.3264
setter 0.8073 0.1927 0.7047 0.2953
labrador 0.8073 0.1927 0.7047 0.2953
lévrier 0.7568 0.2432 0.5389 0.4611
mastiff 0 1.0000 0 1.0000
ber-allema 0.7467 0.2533 0.6839 0.3161
dog-allema 0.5045 0.4955 0.3109 0.6891
doberman 0.8073 0.1927 0.7668 0.2332
saint-bern 0.4541 0.5459 0.2073 0.7927

TaB. 3.17: Codage linéaire en

2 classes : valeurs faibles -, valeurs fortes +

Le codage linéaire croisé de la variable Poids en (2
Poids
Races P- - P4 - P- + P+ +
caniche 0.6666 0.1106 0.1911 0.0317
chihuahua 1.0000 0 0 0
pékinois 0.9636 0.0209 0.0152 0.0003
basset 0.6844 0.1135 0.1733 0.0288
pointer 0.5098 0.1638 0.2470 0.0794
setter 0.5689 0.1358 0.2384 0.0569
labrador 0.5689 0.1358 0.2384 0.0569
lévrier 0.4078 0.1310 0.3490 0.1121
mastiff 0 0 0 1.0000
ber-allema 0.5107 0.1732 0.2360 0.0801
dog-allema 0.1569 0.1540 0.3477 0.3414
doberman 0.6190 0.1478 0.1882 0.0449
saint-bern 0.0941 0.1131 0.3600 0.4328

x 2) modalités est :

TaB. 3.18: Codage linéaire croisé en 4 modalités

3.4.3 Résultats et Interprétation

Apres le codage croisé des deux variables de type intervalle, on applique
I’AcMm au tableau de données décrit en 3.13 ainsi codé. Les trois premieres
valeurs propres \; = 0.55 (42.28%), Ao = 0.35 (26.83%) et A\3 = 0.17 (12.78%)

restituent 81.89% de l'inertie totale.

Les coordonnées factorielles des chiens ainsi que celles des modalités sur les
3 premiers axes d’inertie figurent dans les tableaux ci-dessous:
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Coordonnées factorielles des races de chiens

Coordonnées factorielles

des modalités

CP1 CP2 CP3
CAN 1.17 -0.13 0.84
CHI 1.02 -0.80 -0.38
PEK 0.97 -0.74 -0.36
BAS 0.06 -0.20 -0.43
POI 0.10 0.78 -0.35
SET 0.15 0.78 -0.37
LAB 0.59 0.70 0.73
LEV 0.06 0.81 -0.33
MAS -0.93 -0.76 0.22
BER -0.72 0.07 0.06
DOG -0.94 0.02 0.17
DOB -0.75 0.07 0.06
SBE -0.77 -0.58 0.13

CP1 CP2 CP3

H- 1.03 -0.67 -0.22
H-4 -0.14 0.31 0.03
H4-- 0.17 0.51 -0.01
H+4++ -0.64 0.15 0.13
P— 0.44 -0.04 -0.16
P-4 -0.19 0.41 0.08
P4- -0.24 0.38 0.10
P44 -0.94 -0.58 0.33
Vel- 0.09 -1.05 -0.41
Vel+ 1.19 0.48 1.92
Vel++ -0.47 0.71 -0.31
Agr- 0.78 0.34 -0.07
Agr+ -0.91 -0.39 0.09
Com 1.42 -0.94 0.09
Cha 0.26 0.97 -0.37
Uti -1.11 -0.40 0.31
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Les parametres d’aide a 'interprétation

Contributions absolues des modalités Contributions relatives des modalités
CP1 CP2 CP3 CP1 CP2 CP3
H- 0.105 0.071 0.016 H- 0.635 0.274 0.029
H-+4 0.001 0.006 0.000 H-+ 0.046 0.239 0.003
H4- 0.002 0.024 0.000 H4- 0.066 0.541 0.000
H4+ 0.068 0.006 0.008 H+4 0.771 0.043 0.029
P— 0.037 0.000 0.017 P— 0.631 0.005 0.089
P-4 0.001 0.011 0.001 P-4 0.108 0.581 0.022
P+- 0.004 0.017 0.002 P+- 0.143 0.392 0.023
P4+ 0.056 0.033 0.024 P44 0.372 0.137 0.048
Vel- 0.001 0.240 0.074 Vel- 0.005 0.681 0.099
Vel+ 0.079 0.020 0.690 Vel+ 0.257 0.042 0.677
Vel++ 0.037 0.134 0.054 Vel4+ 0.189 0.433 0.083
Agr- 0.120 0.035 0.004 Agr- 0.712 0.130 0.006
Agr+ 0.139 0.040 0.004 Agr+ 0.712 0.130 0.006
Com 0.168 0.120 0.002 Com 0.600 0.271 0.002
Cha 0.010 0.209 0.060 Cha 0.043 0.592 0.081
Uti 0.172 0.035 0.045 Uti 0.770 0.101 0.060
Contributions absolues des races de chiens Contributions relatives des races de chiens
CP1 CP2 CP3 CP1 CP2 CP3
CAN 0.191 0.004 0.330 CAN 0.618 0.008 0.323
CHI 0.144 0.141 0.066 CHI 0.549 0.341 0.076
PEK 0.131 0.121 0.059 PEK 0.562 0.330 0.076
BAS 0.001 0.009 0.085 BAS 0.003 0.038 0.174
POI 0.001 0.135 0.056 POI 0.012 0.775 0.153
SET 0.003 0.133 0.063 SET 0.028 0.763 0.174
LAB 0.049 0.107 0.246 LAB 0.211 0.293 0.320
LEV 0.001 0.143 0.049 LEV 0.004 0.761 0.124
MAS 0.121 0.129 0.022 MAS 0.436 0.294 0.023
BER 0.073 0.001 0.002 BER 0.609 0.006 0.004
DOG 0.124 0.000 0.014 DOG 0.785 0.000 0.026
DOB 0.078 0.001 0.002 DOB 0.623 0.005 0.004
SBE 0.084 0.075 0.008 SBE 0.523 0.299 0.014
Discussion

Le codage linéaire croisé de la hauteur au garrot défini dans le tableau 3.16
montre que la modalité H- - caractérise essentiellement Chi (1,00), Pek (0.85)
et Can (0.7) traduisant une hauteur au garrot faible et variant tres peu chez
ces races. La modalité H-+ caractérise Lev (0.32), Bas (0.27) et Set (0.26) et
traduit une grande variations de la hauteur au garrot au sein de ces races.
Finalement, la modalité H++ caractérise essentiellement DogAll (1,00), Mas
(0.9) et SBer (0.75) traduisant une hauteur au garrot tres élevé et variant peu
chez ces races.

Le codage linéaire croisé de la variable poids défini dans le tableau 3.18
montre que la modalité P- - (variation faible et régions des valeurs basses)
caractérise essentiellement Chi (1.00), Pek (0.96) et Can (0.66) traduisant un
poids léger et une variation tres faible du poids au sein de ces races. D’autre
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par, la modalité P- - caractérise particulierement Mas (1.00) traduisant un
poids tres élevé et une variation tres faible du poids au sein de cette race.

Par ailleur, on distingue dans le premier plan factoriel quatre principales
classes de chiens: { Mas, Sbe, Dog, Dob, Ber}, { Lev, Poi, Set, Lab}, { Chi, Pek,
Can} et {Bas}. Le premier groupe est caractérisé par un poids élevé (P++),
agressifs (Agr+), utile (Uti), et dont la hauteur au garrot est élevée (H++). Ce
groupe peut se scinder en deux sous-groupes: le sous-groupe {Dog, Ber, Dob}
des chiens véloces, opposés au sous-groupe { Mas, Sbe} des chiens plutot lents.
Le second groupe désigne la classe des chiens de chasse (Cha), non agressifs
(Agr-), véloces (Vel++), de poids et de hauteur au garrot moyens (H-+, H+4-,
P-+,P+-). Le troisitme groupe représente la classe des chiens de compagnie
(Com), non agressifs (Agr-), légers (P- -) et dont la hauteur au garrot est faible
(H- -). Le dernier groupe, constitué par les bassets, se différencie du troisieme
groupe par le caractere agressif (Agr+).
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3.5 Application du codage par sommets en ACM

3.5.1 Codage par sommets

Appliquons le codage par sommets défini dans la section 2.3 au tableau
de données 3.13. Rappelons tout d’abord qu’un objet (dans ce cas une race
de chien) décrit par g observations de type intervalle peut étre représenté par
un hyper-rectangle a 29 sommets. La premiere étape consiste a décomposer
chaque ligne du tableau (la description d’un objet) impliquant des données
intervalles en un ensemble de lignes, chacune donnant la description d'un des
sommets de I’hyper-rectangle associé a 1’objet en question. A Tissue de cette
premiere étape, on obtient le tableau suivant :

Races Hauteur-Garrot Poids Vélocité Agressivité Fonctions
- + ++ - + Compagnie Chasse Utile

caniche 20 15 0 1 0 1 0 1 0 0
caniche 35 15 0 1 0 1 0 1 0 0
caniche 20 25 0 1 0 1 0 1 0 0
caniche 35 25 0 1 0 1 0 1 0 0
chihuahua 16 0.9 1 0 0 1 0 1 0 0
chihuahua 20 0.9 1 0 0 1 0 1 0 0
chihuahua 16 3.5 1 0 0 1 0 1 0 0
chihuahua 20 3.5 1 0 0 1 0 1 0 0
pékinois 20 3 1 0 0 1 0 1 0 0
pékinois 25 3 1 0 0 1 0 1 0 0
pékinois 20 5 1 0 0 1 0 1 0 0
pékinois 25 5 1 0 0 1 0 1 0 0
basset 26 15 1 0 0 0 1 0 1 0
basset 40 15 1 0 0 0 1 0 1 0
basset 26 23 1 0 0 0 1 0 1 0
basset 40 23 1 0 0 0 1 0 1 0
pointer 60 25 0 0 1 1 0 0 1 0
pointer 65 25 0 0 1 1 0 0 1 0
pointer 60 35 0 0 1 1 0 0 1 0
pointer 65 35 0 0 1 1 0 0 1 0
setter 53 20 0 0 1 1 0 0 1 0
setter 62 20 0 0 1 1 0 0 1 0
setter 53 32 0 0 1 1 0 0 1 0
setter 62 32 0 0 1 1 0 0 1 0
labrador 54 20 0 1 0 1 0 0 1 0
labrador 62 20 0 1 0 1 0 0 1 0
labrador 54 32 0 1 0 1 0 0 1 0
labrador 62 32 0 1 0 1 0 0 1 0
1évrier 55 25 0 0 1 1 0 0 1 0
lévrier 76 25 0 0 1 1 0 0 1 0
lévrier 55 48 0 0 1 1 0 0 1 0
lévrier 76 48 0 0 1 1 0 0 1 0
mastiff 75 100 1 0 0 0 1 0 0 1
ber-allema 58 26 0 0 1 0 1 0 0 1
ber-allema 65 26 0 0 1 0 1 0 0 1
ber-allema 58 34 0 0 1 0 1 0 0 1
ber-allema 65 34 0 0 1 0 1 0 0 1
dog-allema 76 50 0 0 1 0 1 0 0 1
dog-allema 80 50 0 0 1 0 1 0 0 1
dog-allema 76 70 0 0 1 0 1 0 0 1
dog-allema 80 70 0 0 1 0 1 0 0 1
doberman 68 20 0 0 1 0 1 0 0 1
doberman 70 20 0 0 1 0 1 0 0 1
doberman 68 26 0 0 1 0 1 0 0 1
doberman 70 26 0 0 1 0 1 0 0 1
saint-bern 70 55 1 0 0 0 1 0 0 1
saint-bern 70 80 1 0 0 0 1 0 0 1

TAB. 3.19: Décomposition par sommets des 13 races de chiens
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Les variables obtenues suite a la décomposition sont de type numérique. On
propose d’utiliser un découpage par histogramme puis un codage linéaire des
variables numériques. L’étude des histogrammes des variables Hauteur-Garrot
et Poids suggere un découpage du domaine de la variable Hauteur en trois
modalités H-, H+ et H++ et un découpage du domaine de la variable Poids
en trois modalités P-, P+ et P++. On procede finalement au codage linéaire
des variables Hauteur et Poids pour I’ensemble des sommets.

Hauteur-Garrot Poids

Races H- H4 H4+4 P- P+ P++
CAN 0.88 0.12 0.00 0.72 0.28 0.00
CAN 0.88 0.12 0.00 0.51 0.49 0.00
CAN 0.41 0.59 0.00 0.51 0.49 0.00
CAN 0.41 0.59 0.00 0.72 0.28 0.00
CHI 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00
CHI 1.00 0.00 0.00 0.95 0.05 0.00
CHI 0.88 0.12 0.00 0.95 0.05 0.00
CHI 0.88 0.12 0.00 1.00 0.00 0.00
PEK 0.88 0.12 0.00 0.96 0.04 0.00
PEK 0.88 0.12 0.00 0.92 0.08 0.00
PEK 0.72 0.28 0.00 0.92 0.08 0.00
PEK 0.72 0.28 0.00 0.96 0.04 0.00
BAS 0.69 0.31 0.00 0.72 0.28 0.00
BAS 0.69 0.31 0.00 0.55 0.45 0.00
BAS 0.25 0.75 0.00 0.55 0.45 0.00
BAS 0.25 0.75 0.00 0.72 0.28 0.00
POI 0.00 0.62 0.38 0.51 0.49 0.00
POI 0.00 0.62 0.38 0.31 0.69 0.00
POI 0.00 0.47 0.53 0.31 0.69 0.00
POI 0.00 0.47 0.53 0.51 0.49 0.00
SET 0.00 0.84 0.16 0.61 0.39 0.00
SET 0.00 0.84 0.16 0.37 0.63 0.00
SET 0.00 0.56 0.44 0.37 0.63 0.00
SET 0.00 0.56 0.44 0.61 0.39 0.00
LAB 0.00 0.81 0.19 0.61 0.39 0.00
LAB 0.00 0.81 0.19 0.37 0.63 0.00
LAB 0.00 0.56 0.44 0.37 0.63 0.00
LAB 0.00 0.56 0.44 0.61 0.39 0.00
LEV 0.00 0.78 0.22 0.51 0.49 0.00
LEV 0.00 0.78 0.22 0.05 0.95 0.00
LEV 0.00 0.12 0.88 0.05 0.95 0.00
LEV 0.00 0.12 0.88 0.51 0.49 0.00
MAS 0.00 0.16 0.84 0.00 0.00 1.00
BER 0.00 0.69 0.31 0.49 0.51 0.00
BER 0.00 0.69 0.31 0.33 0.67 0.00
BER 0.00 0.47 0.53 0.33 0.67 0.00
BER 0.00 0.47 0.53 0.49 0.51 0.00
DOG 0.00 0.12 0.88 0.01 0.99 0.00
DOG 0.00 0.12 0.88 0.00 0.61 0.39
DOG 0.00 0.00 1.00 0.00 0.61 0.39
DOG 0.00 0.00 1.00 0.01 0.99 0.00
DOB 0.00 0.38 0.62 0.61 0.39 0.00
DOB 0.00 0.38 0.62 0.49 0.51 0.00
DOB 0.00 0.31 0.69 0.49 0.51 0.00
DOB 0.00 0.31 0.69 0.61 0.39 0.00
SBE 0.00 0.31 0.69 0.00 0.91 0.09
SBE 0.00 0.31 0.69 0.00 0.40 0.60

TAB. 3.20: Codage par sommets des variables Hauteur-Garrot et Poids
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3.5.2 Résultats et interprétation

On applique ’AcMm au tableau de donnée ainsi codé. Les trois premieres
valeurs propres \; = 0.55 (41.79%), Ay = 0.34 (25.56%) et A3 = 0.17 (12.93%)
reconstituent 80.28% de l'inertie totale. Les tableaux ci-dessous donnent les
coordonnées factorielles des sommets associés a chaque objet chien et des mo-
dalités sur les 3 premiers axes d’inertie.

Coordonnées factorielles des races de chiens

CP1 CP2 CP3
CAN 1.14 0.22 0.71
CAN 1.10 0.18 0.73
CAN 0.98 -0.04 0.82
CAN 1.02 0.00 0.80
CHI 0.89 0.83 -0.44
CHI 0.88 0.82 -0.43
CHI 0.85 0.77 -0.41
CHI 0.86 0.78 -0.42
PEK 0.85 0.77 -0.41
PEK 0.84 0.76 -0.41
PEK 0.80 0.68 -0.38
PEK 0.81 0.69 -0.38
BAS 0.21 0.59 -0.37
BAS 0.18 0.56 -0.35
BAS 0.07 0.35 -0.26 Coordonnées factorielles des modalités
BAS 0.10 0.38 -0.29 CP1 CP2 CP3
POT | 0.29 | -0.62 2029 i 106 T 100 033
POI | 0.25 | -0.66 -0.27 0t 0.12 | -0.37 0.07
POT | 0.2 | -0.65 -0.26 A+ 070 030 013
POI | 0.26 | -0.61 -0.29 5 o B s 533
SET | 0.36 | -0.61 2031 o s od 008
SET 0.31 -0.66 -0.28 P

+4 -1.42 1.14 0.75

SET 0.25 -0.64 -0.27
SET 0.30 20.59 20.30 Vel- -0.03 1.15 -0.29
TAB 0.77 T0.41 0.84 Vel+ 1.20 -0.29 1.96
LAB 0.73 0.46 0.87 Vel4+4 -0.37 -0.86 -0.42
LAB | 0.67 | -0.45 0.88 Agr- 0.80 | -0.23 -0.03
LAB | 0.72 | -0.40 0.85 Agr+ | -0.94 | 0.27 0.03
TEV | 025 | -0.83 0.35 Comp | 0.93 | 0.35 0.03
LEV | 016 | -0.93 0.29 Chas | 0.38 | 0.85 0.26
LEV 0.02 | -0.89 -0.28 Uti -1.17 | 0.16 0.19
LEV | 0.11 | -0.79 -0.33
MAS | -1.11 | 0.86 0.38
BER -0.66 -0.31 -0.10
BER -0.69 -0.35 -0.08
BER -0.74 -0.33 -0.07
BER -0.70 -0.30 -0.09
DOG -0.87 -0.38 -0.03
DOG -1.01 -0.17 0.11
DOG -1.03 -0.16 0.11
DOG -0.90 -0.38 -0.02
DOB -0.70 -0.27 -0.11
DOB -0.72 -0.29 -0.09
DOB -0.74 -0.29 -0.09
DOB -0.72 -0.26 -0.10
SBE -0.77 0.34 0.06
SBE -0.94 0.62 0.24
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Le premier plan factoriel donnant la description simultanée des chiens et
des modalités est :

Les parametres d’aide a ’'interprétation sont :
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Contributions absolues des modalités Contributions relatives des modalités
CP1 CP2 CP3 CP1 CP2 CP3
H- 0.090 0.131 0.027 H- 0.431 0.386 0.040
H+ 0.002 0.031 0.002 H+ 0.032 0.299 0.009
H++ 0.071 0.010 0.007 H+4 0.683 0.056 0.020
P- 0.048 0.007 0.026 P- 0.574 0.050 0.097
P+ 0.005 0.058 0.000 P+ 0.071 0.530 0.001
P44 0.086 0.091 0.081 P++ 0.341 0.220 0.099
Vel- 0.000 0.300 0.037 Vel- 0.001 0.825 0.052
Vel+ 0.080 0.008 0.690 Vel+ 0.262 0.016 0.698
Vel++4 0.023 0.200 0.092 Vel++ 0.118 0.630 0.146
Agr- 0.126 0.016 0.000 Agr- 0.755 0.060 0.001
Agr+ 0.147 0.019 0.000 Agr+ 0.755 0.060 0.001
Comp 0.121 0.027 0.000 Comp 0.809 0.112 0.001
Chas 0.012 0.096 0.020 Chas 0.078 0.372 0.039
Uti 0.188 0.005 0.017 Uti 0.847 0.015 0.023
- - - ontributions relatives des chiens
Contributions absolues des chiens c P
CP1 CP2 CP3
CP1 CP2 CP3 _
CAN 0.596 0.023 0.230
CAN 0.045 0.003 0.056
; CAN 0.565 0.015 0.253
CAN 0.042 0.002 0.060
CAN 0.545 0.001 0.388
CAN 0.033 0.000 0.076
. CAN 0.578 0.000 0.356
CAN 0.036 0.000 0.072
= CHI 0.449 0.394 0.110
CHI 0.028 0.040 0.022
. CHI 0.450 0.393 0.109
CHI 0.027 0.039 0.021
CHI 0.473 0.385 0.110
CHI 0.025 0.033 0.019
p CHI 0.471 0.386 0.111
CHI 0.026 0.034 0.020
PEK 0.473 0.385 0.111
PEK 0.025 0.034 0.019
PEK 0.474 0.385 0.110
PEK 0.025 0.033 0.019
; PEK 0.495 0.360 0.108
PEK 0.022 0.027 0.016
. PEK 0.493 0.360 0.109
PEK 0.023 0.027 0.016
- BAS 0.044 0.334 0.131
BAS 0.002 0.020 0.015
BAS 0.032 0.305 0.121
BAS 0.001 0.018 0.014
BAS 0.005 0.138 0.079
BAS 0.000 0.007 0.008
BAS 0.011 0.161 0.089
BAS 0.000 0.008 0.009
— POI 0.130 0.583 0.130
POI 0.003 0.022 0.010
; POI 0.093 0.634 0.104
POI 0.002 0.025 0.008 .
; POI 0.072 0.632 0.103
POI 0.002 0.024 0.008
; POI 0.105 0.581 0.131
POI 0.002 0.021 0.009
~ SET 0.168 0.480 0.124
SET 0.004 0.021 0.011
; SET 0.126 0.561 0.100
SET 0.003 0.025 0.009
; SET 0.096 0.630 0.113
SET 0.002 0.023 0.008
; SET 0.136 0.538 0.141
SET 0.003 0.020 0.010
LAB 0.372 0.105 0.438
LAB 0.021 0.010 0.079 p
. LAB 0.327 0.132 0.468
LAB 0.018 0.012 0.085 p
LAB 0.298 0.132 0.505
LAB 0.016 0.011 0.086
LAB 0.342 0.104 0.474
LAB 0.018 0.009 0.081
LEV 0.051 0.556 0.099
LEV 0.002 0.039 0.014
LEV 0.018 0.606 0.060
LEV 0.001 0.049 0.010
LEV 0.000 0.535 0.052
LEV 0.000 0.045 0.009
LEV 0.009 0.484 0.086
LEV 0.000 0.036 0.013 ‘
. MAS 0.486 0.289 0.057
MAS 0.043 0.042 0.016
BER 0.471 0.107 0.011
BER 0.015 0.006 0.001 .
BER 0.502 0.128 0.007
BER 0.016 0.007 0.001 .
BER 0.601 0.124 0.006
BER 0.019 0.006 0.001
BER 0.569 0.103 0.010
BER 0.017 0.005 0.001 .
MAS 0.486 0.289 0.057
DOG 0.027 0.008 0.000
- DOG 0.618 0.119 0.001
DOG 0.035 0.002 0.001 ;
DOG 0.834 0.024 0.010
DOG 0.037 0.001 0.001 ;
DOG 0.808 0.020 0.010
DOG 0.028 0.008 0.000
DOG 0.605 0.105 0.000
DOB 0.017 0.004 0.001
DOB 0.549 0.080 0.013
DOB 0.018 0.005 0.001
DOB 0.593 0.098 0.009
DOB 0.019 0.005 0.001
DOB 0.604 0.093 0.009
DOB 0.018 0.004 0.001
DOB 0.561 0.076 0.012
SBE 0.021 0.007 0.000
SBE | 0.031 | 0.022 0.006 SBE | 0.516 | 0.101 0.003
SBE 0.615 0.270 0.040
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Discussion

Les modalités H-, H+, H++, par exemple, de la hauteur au garrot ex-
priment, comme dans le cas classique, les régions de faibles, moyennes et fortes
valeurs. Ainsi, la modalité H- caractérise essentiellement Can, Pek et Chi. Les
degrés d’appartenance des sommets associés a Can varient dans [0.41 , 0.88]
et ceux des sommets associés a Chi varient dans [0.88 , 1.00]. Dans le premier
plan factoriel, on retrouve les principaux groupes dégagés dans le cas d'un
codage linéaire croisé. Chaque objet chien incluant de la variation dans sa des-
cription est visualisé par un rectangle formé par I’ensemble de ses sommets.
Remarquons que le chien Mas dont la hauteur au garrot et le poids sont nu-
meériques est représenté, comme dans le cas classique, par un point. La surface
du rectangle associé a un objet est un indicateur de la variation intrinseque a
cet objet. La variation de la hauteur au garrot des races est restituée par la
variation entre les sommets associés a chaque race. Dans le plan factoriel, les
races présentant une grande variation sont Can, Sbe, Lev et Bas ; a 'opposé,
Chi, Pek et Poi sont caractérisés par une faible variation.
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3.6 Application du codage sans décomposition
en AcMm

3.6.1 Deécoupage des variables intervalles par histogramme

On procede a la construction des histogrammes des variables intervalles
Hauteur-Garrot et Poids. Pour cela, on discrétise le domaine de la variable
intervalle en sous-intervalles d’amplitude égale a la plus petite amplitude non
nulle observée. L’histogramme de la variable est obtenu en calculant pour
chaque sous-intervalle, issues de la discrétisation, sa densité de recouvrement
par I’ensemble des intervalles observés pour la variable en question. Les histo-
grammes des variables Hauteur-Garrot et Poids ainsi définis figurent en 3.17
et 3.18.

Histogramme des densités de recouvrement

Densités de recouvrement
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Histogramme des densités de recouvrement
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L’étude des histogrammes des variables suggere un découpage de la va-
riable Hauteur-Garrot en deux modalités notées H- , H+ définies par les sous
intervalles [16, 45] et [45, 80] et un découpage de la variables Poids en trois mo-
dalités P-, P+ et P++ définies par les intervalles [0.9, 30], [30, 50] et [50, 100].

3.6.2 Codage basé sur la distance de MOORE

Le codage des variables intervalles d’apres la fonction d’appartenance défi-

nie en 3.12 est donnée par le tableau suivant :

Hauteur-Garrot Poids
Races H- H+ P- P+ P++
CAN 0.7655 0.2345 0.4486 0.3887 0.1626
CHI 0.9403 0.0597 0.5439 0.3812 0.0749
PEK 0.8443 0.1557 0.5334 0.3816 0.0850
BAS 0.6983 0.3017 0.4536 0.3885 0.1579
POI 0.3046 0.6954 0.3809 0.4156 0.2036
SET 0.3661 0.6339 0.4087 0.4032 0.1881
LAB 0.3607 0.6393 0.4087 0.4032 0.1881
LEV 0.2508 0.7492 0.3369 0.4281 0.2350
MAS 0.0773 0.9227 0 0.3311 0.6689
BER 0.3162 0.6838 0.3808 0.4163 0.2029
DOG 0 1.0000 0.2393 0.3839 0.3768
DOB 0.2095 0.7905 0.4267 0.3995 0.1738
SBE 0.1897 0.8103 0.2066 0.3567 0.4366
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3.6.3 Résultats et interprétation

On applique ’AcMm au tableau de donnée ainsi codé. Les trois premieres
valeurs propres A; = 0.47 (43.06%), Ay = 0.30 (27.31%) et A3 = 0.16 (14.57%)
reconstituent 84.94% de l'inertie totale. Les coordonnées factorielles des chiens
et des modalités, sur les 3 premiers axes d’inertie, sont données par les tableaux
suivants :

Coordonnées factorielles des races de chiens
CP1 CP2 CP3
CAN 1.12 -0.25 0.82
CHI 0.79 -0.76 -0.38
PEK 0.77 -0.74 -0.36
BAS -0.08 -0.20 -0.46
POI 0.19 0.75 -0.35
SET 0.21 0.74 -0.36
LAB 0.73 0.56 0.62
LEV | 0.17 | 0.76 70.34
MAS | -0.78 | -0.56 0.09
BER | -0.76 | 0.07 0.20
DOG | -0.87 | 0.12 0.26
DOB | -0.78 | 0.00 0.21
SBE | -0.70 | -0.57 0.05
Coordonnées factorielles des modalités
CP1 CP2 CP3
H- 0.56 -0.31 -0.15
H+4 -0.3 8 0.22 0.11
P- 0.26 0.01 -0.07
P4 0.01 0.05 -0.01
P+ T0.41 70.10 0.12
Vel- -0.00 -1.03 -0.53
Vel+ 1.35 0.28 1.81
Vel++ -0.45 0.77 -0.16
Agr- 0.83 0.28 -0.12
Agr+4 -0.96 -0.32 0.14
Comp 1.30 -1.07 0.06
Chas 0.35 0.95 -0.45
Uti -1.13 -0.31 0.40

Parametres d’aide a ’'interprétation

Contributions absolues des modalités Contributions relatives des modalités
CP1 CP2 CP3 CP1 CP2 CP3
H- 0.05 0.03 0.01 H- 0.610 0.190 0.046
H+ 0.04 0.02 0.01 H+ 0.612 0.190 0.045
P- 0.01 0.00 0.00 P- 0.444 0.001 0.035
P4 0.00 0.00 0.00 P4 0.060 0.568 0.011
P4+ 0.02 0.00 0.00 P44 0.415 0.022 0.034
Vel- 0.00 0.27 0.14 Vel- 0.000 0.672 0.179
Vel+ 0.12 0.01 0.63 Vel+ 0.327 0.014 0.597
Vel++ 0.04 0.18 0.01 Vel++ 0.168 0.510 0.021
Agr- 0.15 0.03 0.01 Agr- 0.796 0.085 0.017
Agr+ 0.18 0.03 0.01 Agr+4 0.797 0.085 0.017
Comp 0.16 0.18 0.00 Comp 0.501 0.346 0.001
Chas 0.02 0.23 0.09 Chas 0.079 0.564 0.122
Uti 0.21 0.02 0.08 Uti 0.801 0.058 0.099
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Contributions absolues des chiens Contributions relatives des chiens

CP1 CP2 CP3 CP1 CP2 CP3
CAN 0.204 0.016 0.325 CAN 0.612 0.031 0.330
CHI 0.102 0.148 0.069 CHI 0.441 0.405 0.100
PEK 0.095 0.141 0.064 PEK 0.435 0.409 0.099
BAS 0.001 0.010 0.103 BAS 0.007 0.042 0.226
POI 0.006 0.144 0.059 POI 0.048 0.764 0.165
SET 0.007 0.140 0.062 SET 0.060 0.747 0.176
LAB 0.086 0.081 0.187 LAB 0.332 0.198 0.244
LEV 0.005 0.148 0.055 LEV 0.037 0.771 0.153
MAS 0.098 0.080 0.004 MAS 0.509 0.264 0.006
BER 0.093 0.001 0.019 BER 0.719 0.006 0.051
DOG 0.124 0.004 0.032 DOG 0.806 0.016 0.070
DOB 0.098 0.002 0.021 DOB 0.735 0.010 0.054
SBE 0.080 0.084 0.001 SBE 0.517 0.342 0.003
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Discussion

Les modalités issues d’un codage sans décomposition expriment, comme
dans le cas classique, des régions de valeurs faibles, moyennes, fortes, etc. Les
résultats du codage de la variable hauteur au garrot et poids sont similaires a
ceux obtenus dans le cas du codage par sommets. Par exemple, la modalité H-
caractérise essentiellement, Chi (0.94), Pek (0.84) , Can (0.76) et Bas (0.69).
On distingue dans le premier plan factoriel quatre groupes similaires a ceux
dégagés dans le cas d’un codage linéaire croisé ou par sommets: {Mas, Sbe,
Dog, Dob, Ber}, {Lev, Poi, Set, Lab}, { Chi, Pek, Can} et {Bas}. Cependant,
on constate que les groupes identifiés sont beaucoups plus compactes du faite
de la normalisation introduite dans la fonction d’appartenance. Par ailleur,
on constate une séparation plus distinguée entre les deux sous-groupes { Mas,
Sbe} et {Dog, Dob,Ber}.
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Conclusion

RESULTATS ET PERSEPECTIVES

Dans le premier chapitre on s’intéresse a 1’extension de I’analyse en com-
posantes principales a des tableaux d’intervalles. On propose deux approches:
la méthode des sommets et la méthode des centres.

e La méthode des centres  La variance prise en compte dans la méthode
des centres est la variance des centres des hyper-rectangles. La variation autour
des centres est restituée, dans les plans factoriels, apres ’analyse. La méthode
des centres est une analyse inter hyper-rectangles.

e La méthode des sommets La variance prise en compte dans la méthode
des sommets est la variance des sommets des hyper-rectangles. Elle se décom-
pose en la somme de deux effets : un effet fixe, exprimant la variance des centres
des hyper-rectangles et un effet variable exprimant la variance tenant compte
des amplitudes des intervalles. La méthode des sommets est une analyse inter
et intra hyper-rectangles.

e Distributions au sein des intervalles  En considérant des distributions
usuelles symétriques au sein des intervalles (Normale, Uniforme, Triangulaire,
etc.), on montre que la variance prise en compte se décompose également en la
somme de deux effets: un effet fixe correspondant a la variance des centres des
hyper-rectangles et un effet variable tenant compte de la distribution autour
des centres. Dans le cas d'une pondération équirépartie des sommets, la va-
riance dans la méthode des sommets majore celles obtenues en considérant une
distribution symétrique au sein des intervalles. La variance dans la méthode
des centres minore toutes les autres variances.
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e Intervalles munis de contraintes de domaines Dans le cas de données
intervalles munies de contraintes de domaines, un hyper-rectangle ne constitue
plus un volume homogene, mais peut comporter une ou plusieurs régions non
valides. Pour tenir compte des contraintes de domaines dans I’analyse on pro-
pose, selon la stratégie de pondération adoptée proportionnelle aux volumes
ou inversement proportionnelle aux volumes, de décroitre, respectivement, de
croitre le poids d’'un objet H; proportionnellement aux volumes des hyper-
rectangles contraintes qui lui sont associés.

e Visualisation a différents niveauz de qualité de représentation  On pro-
pose une procédure itérative, qui integre les qualités de représentation (contri-
butions relatives) des sommets lors de la construction et de la visualisation
des objets. Pour chaque couple de composantes principales, elle fournit une
succession de plans factoriels, chacun associé a une seuil de qualité de repré-
sentation. Un objet est représenté, dans les plans factoriels, par un rectangle,
un segment ou un point.

Dans le second chapitre on s’intéresse a l’extension de ’analyse des cor-
respondances multiples a des variables de type intervalle. On propose trois
différentes techniques de codage flou: le codage croisé, le codage par sommets
et le codage sans décomposition.

Le principe des deux premiers codage est la transformation des variables
intervalles en variables numériques. Le codage flou des variables intervalles est
déduit a partir du codage flou des variables numériques issues de la transfor-
mation.

e Le codage croisé 11 assure le codage flou d’une variable de type inter-
valle en une variable qualitative a £ modalités. Il se base sur la décomposition
de chaque variable intervalle en deux variables numériques. Le découpage du
domaine de la variable intervalle est défini par le croisement des découpages
associés aux variables numériques. De méme, les fonctions d’appartenance as-
sociées aux classes de la variable intervalle sont définies par le croisement des
fonctions d’appartenance associées aux classes des variables numériques. Les
modalités issues du codage croisé ne représentent pas uniquement des régions
de valeurs (comme dans le cas numérique) mais également des niveaux de va-
riation. Une modalité représente une classe d’intervalles, proches par leur po-
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sitionnement et leur amplitude de variation. Ainsi, 'information de variation
intrinseque a un objet est déduite a partir des modalités qui le caractérisent.

e Le codage par sommets  De maniere similaire, la premiere étape du
codage par sommets est la transformation des variables intervalles en des va-
riables numériques. Pour cela, la description d'un objet par des données inter-
valles, est substituée par les descriptions numériques de ses sommets. Le codage
flou des objets sont déduits a partir des codages flous de leurs sommets. Re-
marquons, que les modalités issues du codage par sommets ne représente que
des régions de valeurs, comme dans le cas classique. La variation inhérente a
un objet est déduite a partir de la variation des sommets qui le composent.

e Le codage sans décomposition  Le troisieme codage, comme son nom
I’indique, ne se base pas sur la décomposition des variables intervalles en des
variables numériques mais sur ’extension des outils de codage des variables
numériques a des variables intervalles.

a) Découpage en classes On s’intéresse, dans une premieére par-
tie, aux techniques de découpage d’une variable en classes. On propose, une
extension du découpage en classes, d’effectifs égaux et a partir d’un histo-
gramme, a des variables intervalles. Pour cela, on propose une généralisation,
respectivement, de la notion de fonction de répartition et d’histogramme a une
distribution d’intervalles.

b) Fonction d’appartenance Dans une deuxiéme partie, on s’inté-
resse aux fonctions d’appartenance qui mesurent le degré d’appartenance d’un
intervalle a une classe d’intervalles. Apres I’étude et la définition des propriétés
que doit vérifier une fonction d’appartenance associée a une classe d’intervalles,
on propose une fonction d’appartenance basée sur la distance de MOORE.

Les perspectives, a court terme, de ce travail de these portent sur les points
suivants :

e La pondération des sommets  Dans la technique de pondération des
sommets, le poids d’'un sommet est défini par le produit des poids de ses coor-
données, sous I’hypothese d’indépendance entre les distributions a l'intérieur
des intervalles. Plus généralement, on peut envisager d’étudier les propriétés
ainsi que les interprétations que cela engendre dans le cas ou 'on ne fait plus
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cette hypothese.

e La méthode itérative de visualisation  Cette méthode bien qu’elle per-
mette une visualisation plus claire, elle demeure néanmoins cotiteuse quand le
nombre de variables de type intervalle est important. En effet, cette technique
implique le traitement de tous les sommets pour sélectionner ceux ayant une
contribution relative supérieure a un seuil donné. Pour réduire la complexité,
I’objectif consiste a restituer la variation autour de chaque centre et a pouvoir
mesurer la contribution relative de celle-ci, sans avoir a traiter les sommets
concerneés.

e Robustesse de la méthode des sommets  Dans le cas ou les bornes des
intervalles correspondent a des valeurs atypiques des distributions a I'intérieur
des intervalles, les résultats de I'analyse (i.e axes factoriels, valeurs propres,
etc.) risquent d’étre perturbés par de tels éléments. Deux cas sont alors a en-
visager. Dans un premier cas, si ’on dispose des distributions a l'intérieur des
intervalles, le probleme des valeurs atypiques est soulevé en définissant les in-
tervalles non pas a partir des valeurs extrémes mais de maniere plus précise,
par exemple, en prenant les intervalles de confiances a un ou deux écart-types
robustes autour de la moyenne. Dans le cas ou les distributions ne sont pas
connues, des simulations devront étre effectuer afin d’étudier la validité des
résultats.

e Le choiz du seuil ««  Dans la technique itérative de visualisation les
seuils a sont fixés a priori a 0.2, 0.5 et 0.6. Si la part de l'inertie totale resti-
tuée par le plan factoriel est tres élevée, alors il est inutile de fixer des seuils
« faibles ; les plans factoriels associés risquent d’étre identiques. Pour cela, on
peut envisager de fixer les seuils « ainsi que le nombre d’itérations a effectuer
en fonction du pourcentage de 'inertie totale restitué dans les plans factoriels
de niveau zéro.

e Le codage sans décomposition La normalisation utilisée dans la fonction
d’appartenance du codage sans décomposition risque d’atténuer l'effet du co-
dage. Notre objectif est de définir une fonction d’appartenance introduisant la
contrainte de normalisation clors de la mesure de distance ou de dissimilarité
effectuée entre les intervalles et les modalités.
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