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Programme

1. Principe de la minimisation du risque empirique

2. Optimisation convexe non-contrainte

3. Algorithme de descente de Gradient

4. ADAptive LInear NEuron (ADALINE)
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Rappel
q Comme la distribution de probabilité D est inconnue, la

forme analytique du vrai risque R(f) ne peut pas être
estimée, et donc la fonction de prédiction ne peut pas être
calculée directement.

q Principe de la Minimisation du Risque Empirique: Trouver
h : X → R, à partir d’une classe de fonctions H en
minimisant l’estimateur non-biaisé de R sur une base
d’apprentissage S = (xi, yi)m

i=1:

R̂m(f, S) = 1
m

m∑
i=1

[[yi × h(xi) ≤ 0]]

Définir alors la fonction de classification f comme
∀x, f(x) = sgn(h(x))
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Or la minimisation de l’erreur de classification
empirique est impossible ...

q La fonction empirique

Rm : w 7→ 1
m

m∑
i=1

[[yi × hw(xi) ≤ 0]]

n’est ni continue, ni dérivable.

q La minimisation d’une borne supérieure convexe L̂(w) de
Rm prenant la valeur 1 en 0 conduira à la même
minimiseur que Rm [Bartlett et al.]
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Bornes supérieures convexes classiques de
l’erreur de classification
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Optimisation convexe non-contrainte

q Le problème d’apprentissage se définit comme un problème
d’optimisation non-contraintes plus facile.

q Considérer l’expansion de Taylor de la fonction objectif
autour de son minimiseur

L̂(w) = L̂(w∗) + (w−w∗)⊤∇L̂(w∗)︸ ︷︷ ︸
=0

+
1
2

(w−w∗)⊤H(w−w∗) + o(∥ w−w∗ ∥2)

q La matrice Hessienne est symétrique et d’après le théorème
de Schwarz ses vecteurs propres (vi)d

i=1 forment une base
orthonormée.

∀(i, j) ∈ {1, . . . , d}2, Hvi = λivi, et v⊤i vj =
{

+1 : si i = j,
0 : otherwise.
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Optimisation convexe non-contrainte (2)
q Chaque vecteur de poids w−w∗ peut être décomposée de

façon unique sur cette base

w−w∗ =
d∑

i=1
qivi

q C’est à dire

L̂(w) = L̂(w∗) + 1
2

d∑
i=1

λiq2
i

q De plus, comme la fonction objectif admet un minimum
global, la matrice Hessienne est définie positive

(w−w∗)⊤H(w−w∗) =
d∑

i=1
λiq2

i = 2(L̂(w)− L̂(w∗)) ≥ 0

Toutes les valeurs propres de H sont positives.
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Optimisation convexe non-contrainte (3)

q Ceci implique que les lignes de niveau de L̂, définies par des
lignes à valeur constante, sont des ellipses
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Algorithme de descente de Gradient
[Rumelhart et al., 1986]

q L’algorithme de descente de gradient est un procédé itératif
de la mise à jour des poids :

∀t ∈ N, w(t+1) = w(t) − η∇L̂(w(t))

Où η > 0 est le pas d’apprentissage
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Convergence
q Prendre la décomposition dy vecteur w−w∗ dans la base

orthonormée (vi)d
i=1 formée par les v.p. de la matrice

Hessienne

∇L̂(w) =
d∑

i=1
qiλivi

q Soit w(t) le vecteur poids obtenu à partir de w(t−1) en
appliquant la mise à jour de l’algorithme de descente de
Gradient

w(t) − w(t−1) =
d∑

i=1

(
q(t)

i − q(t−1)
i

)
vi = −η∇L̂(w(t−1)) = −η

d∑
i=1

q(t−1)
i λivi

q D’où
∀i ∈ {1, . . . , d}, q(t)

i = (1− ηλi)tq(0)
i

Et l’algorithme converge ssi
η <

1
2λmax
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ADAptive LInear NEuron
[Widrow & Hoff, 1960]

q ADAptive LInear NEuron
q Fonction de prédiction linéaire:

hw : X → R
x 7→ ⟨w̄, x⟩+ w0

q Trouve les paramètres qui minimise la borne supérieure convexe
de l’erreur 0/1

L̂(w) = 1
m

m∑
i=1

(yi − hw(xi))2

q Règle de mise à jour : L’algorithme de la descente de gradient
stochastique avec un pas d’apprentissage η > 0

∀(x, y),
(

w0
w̄

)
←

(
w0
w̄

)
+ η(y− hw(x))

(
1
x

)
(1)
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Adaline
q ADAptive LInear NEuron
q Fonction de prédiction linéaire:

hw : X → R
x 7→ ⟨w̄, x⟩+ w0

Algorithm 1 L’algorithme de Adaline
1: Base d’apprentissage S = {(xi, yi) | i ∈ {1, . . . , m}}
2: Initialiser les poids w(0) ← 0
3: t← 0
4: Pas d’apprentissage η > 0
5: repeat
6: Choisir un exemple aléatoire (x(t), y(t)) ∈ S
7: w(t+1)

0 ← w(t)
0 + η × (y(t) − hw(x(t)))

8: w̄(t+1) ← w̄(t) + η × (y(t) − hw(x(t)))× x(t)

9: t← t + 1
10: until t > T
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Formal models

x0 = 1 w0b

x1

x2

xd

b w1

b w2

b wd

Σ hw(x)x
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Perceptron vs Adaline
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Régularisation

q Trouver la fonction de prédiction en minimisant le risque
empirique en ajoutant une pénalité pour la taille du
modèle,

q Une approche simple consiste à choisir une grande classe de
fonctions F et de définir un régulariseur, typiquement la
norme || g ||, et de minimiser le risque empirique
réguliariseur

f̂ = argmin
f∈F

R̂m(f, S) + γ︸︷︷︸
hyperparameter

× || f ||2

q L’hyperparamètre, ou le paramètre de régularisation
permet de choisir le bon compromis entre la complexité et
l’ajustement.
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La validation croisée
q Créer une partition de K sous-ensembles de la base

d’apprentissage
q Pour chacune des K expériences, utiliser K− 1

sous-ensembles pour apprendre et le dernier sous-ensemble
pour la validation. Pour K = 4:

Train 1, 1 

Train 2, 2 

Train 3, 3 

Train 4, 4 

 Test 1 

 Test 2 

 Test 3 

 Test 4 

Crossval. 1 

Crossval. 2 

Crossval. 3 

Crossval. 4 

q La valeur de l’hyper-paramètre correspond à la valeur de γk
pour laquelle la performance de test est la meilleure sur un
de ces sous-ensembles.
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